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根据 “教育 部 办 公 厅 关于 2001—2002 年 度 研 究 生 教学 用 书信 选 节 目 
的 通知 "(教研 盯 话 [200212 号 ) 《弹性 力学 与 张 量 分 析 》 一 着 入 选 "教育 
部 推荐 研究 生 教学 用 书 ”, 这 是 对 本 节 的 高 度 评价 。 
本 书 开 始 成 区 并 在 教学 使 用 中 不 断 修 改 、 充 实 ,至 今 已 20 年 。1981 
年 ,海军 工程 学 院 (海军 工程 大 学 前 身 ) 开 始 招收 磊 土 研究 生 , 作 者 担任 骨 
舶 结构 力学 专业 磊 士 研究 生 指 导 教 师 , 并 给 研究 生 讲 授 详 性 力学 课程 , 它 
是 该 专业 研究 生 的 学 位 课程 。 研 究 生 的 弹性 力学 课程 讲 什么 ? EAW 
在 当时 是 个 新 间 题 。 作 者 查 国 了 国内 、 外 很 多 弹性 力学 蔬 ,经 过 分 析 , 作 
者 认为 ,研究 生 的 弹性 力学 课程 应 该 在 本 科 专 业 的 名 性 力学 和 相关 课程， 
如 结构 力学 等 的 基础 上 开展 教学 。 因 此 ,研究 生 的 弹性 力学 课程 应 当 有 
新 的 赵 点 ,新 的 为 容 和 新 的 深度 。 在 这 样 的 思想 寿 导 下 ,作者 决定 研究 生 
HERE LCGGEXagECEEE)RG. EXGDSEJ Se E 
HFE WAN SE SERESAETEOGRTERSERRADDE 
述 这 些 量 的 物理 实质 ;(2) 用 莹 谢 张 量 表示 的 方程 具有 不 变性 ,坐标 变 挤 
时 方程 不 变 , 这 提高 了 研究 个 针对 问题 的 特点 选择 活 当 的 从 标 系 的 能 力 ; 
(3) 当代 固体 力学 领域 的 文献 , 鳃 米 钝 多 地 采用 张 景 表示 ,研究 生 掌 握 了 
] 张 重 分 析 这 个 工具 , 司 以 提高 他 们 阅读 文献 的 能 力 。 
为 此 ,作者 给 硕 土 研究 生 开设 一 门 张 量 分 析 课 程 ,作为 弹性 力学 课程 
的 先 修 课程 。 本 书 第 一 篇 张 量 分 折 即 是 作者 为 研究 生 讲授 张 量 分 析 课程 
| 的 内 容 。 这 一 篇 的 特点 是 :(1) 以 普 澶 张 量 为 讨论 对 提 , 有 广泛 的 适用 性 
(2) 着 重 阐 述 张 量 的 基本 硫 念 和 基本 和 运 个 方法 ,不 过 分 所 求 数学 上 的 严 
密 , 重 在 使 研究 生 能 正确 理解 和 运用 张 量 分 析 这 一 娄 学 工具 。 
| 本 书 第 二 篇 是 弹性 力学 基本 方程 ,包括 应 力 分 析 , 应 变 分 析 , 应 力 一 
应 变 关 系 , 弹 性 力学 的 基本 方 得 等 四 牵 。 第 一 篇 的 特点 是 :(1) 用 普通 张 
量 建立 弹性 力学 基本 方程 ,使 研究 生 通 过 这 部 分 内 容 的 学 习 掌 握 张 量 分 
析 这 个 数学 工具 的 应 用 ;(2) 采 团 张 量 表示 ,能 更 深刻 地 描 读 弹性 力学 其 
| 本 概念 和 基本 方程 的 物理 实质 ,使 研究 生 对 弹性 力学 有 更 深刻 的 理解 ，; 
(3) 采 用 普遍 张 量 表示 的 弹性 力学 基本 方程 在 举 标 变换 时 具有 不 变性 ,从 
而 提高 了 研究 生 处 理 弹 性 力学 问题 的 能 力 ;(4) 推 导 了 有 限 变 形 的 应 变 张 
| ERXATAZVZEIVTEHETA SEIUEBEASEETÁZZS ERAI 


"lit te 
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张 量 犯 应力 张 量 纳 入 本 课程 ,可 以 引导 研究 生 由 传统 的 线性 弹性 力学 领 
域 进 入 非 线性 弹性 力学 领域 ,大 宽 研 究 生 的 基础 理论 。 

本 书 第 三 篇 是 弹性 力学 问题 及 解 题 方法 。 这 一 稻 的 特点 是 ;在 内 容 
议 取 上 活 当 减少 传统 的 弹性 力学 的 理论 性 内 容 , 加 大 弹性 力学 应 用 问题 
和 近似 解法 及 数值 解法 的 分 量 ,以 提高 研究 生 应 用 弹性 力学 解决 工程 问 
题 的 能 力 , 并 为 应 用 计算 机 解 弹性 力学 间 题 建立 理论 基础 。 因 此 ,在 第 作 
章 若 干线 弹性 力学 间 题 的 精确 解 中 ,只 洗 样 球 对 称 问 题 、 轴 对 称 问 题 、 圣 
维 南 问 题 .平面 问题 等 儿 个 典型 的 线 绊 性 力学 问题 ,讨论 求 精确 解 的 方 
法 。 第 九 章 几 个 应 用 弹性 力学 问题 ,着 重 讨论 铁 木 辛 柯 梁 和 赖 斯 纳 板 理 
ib ,它们 在 工程 中 广 为 应 用 ;也 使 研究 生 认 识 如 何 从 弹性 力学 基本 方程 出 
发 建立 实际 工程 间 题 的 数学 模型 。 第 十 章 弹 性 为 学 的 能 量 原理 讨论 三 个 
基本 的 变 分 原理 ,它们 不 仅 可 以 用 来 建立 弹性 力学 基本 方程 和 边界 条 件 ， 
而 且 是 弹性 办 学 近似 解法 和 波 什 解法 的 理论 基础 。 第 十 章 谨 羽 解 法 和 数 
值 解法 ,讨论 几 种 解 弹性 力学 问题 广 为 庶 用 的 近似 方法 和 数值 方法 一 一 
里 落 法 、 加 权 残 量 法 、 有 限 差分 法 、 有 限 元 法 ,为 应 用 计算 机 解 弹性 力学 问 
题 建立 理论 基础 。 

本 书 各 章 后 面 附 有 一 定数 量 的 避 题 ,其 中 证 明定 理 和 推导 方程 的 题 
较 多 ,其 目的 在 于 加 深 研 究 生 对 基本 理论 的 理解 和 拓宽 知识 面 。 

本 书 可 用 作 船 舶 与 海洋 工程 .航空 宇航 科学 与 技术 .交通 运输 工程 、 
土木 工程 .水 利 工 程 、 机 械 工程 等 专业 研究 人 生 教材 。 本 书 第 一 篇 可 以 相对 
独立 她 用 作 20 学 时 张 量 分 析 课 程 的 教材 ;第 二 篇 和 第 三 篇 可 以 作为 研究 
5k 40 学 时 弹性 力学 课程 的 教材 。 

本 书 入 选 “ 教 育 部 推荐 研究 生 载 学 用 书 " 过 程 中 ,全 国学 位 与 研究 和 
教育 发 展 中心 组 织 专 家 进行 评议 ,国务 院 学 位 委员 会 学 科 评 议 组 召集 人 
进行 审定 ,教育 部 研究 生 办 公 室 给 予 推荐 ,作者 谨 向 他 们 至 以 囊 心 的 感 
Ap! 高 等 教育 出 版 社 承 担 本 书 出 版 工作 ,作者 也 改 以 衷心 的 感谢 ! 

限于 作者 水 平 , 节 中 不 当 之 处 在 所 难免 ,欢迎 专家 和 读者 批评 指正 。 


郭 日 修 
2002 年 12 月 于 海军 工程 大 学 
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启 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享有 专 有 出 版 权 。 任 和 何 未 经 许可 的 复制 , 销 此 
行为 均 违 肥 $ 中 华人 人 民 共 和 二 著作 权 法 》, 其 行为 人 将 撒 担 相应 的 民事 责任 利 行 
政 责 仔 ,构成 犯罪 的 ,将 被 依法 追究 刑事 责任 。 为 了 维护 市 场 鞭 序 ,保护 读者 的 
合法 权益 ,避免 读者 误 用 盗版 书 造成 不 良 后 果 ,我 社 将 配合 行政 执法 部 门 和 司法 
栅 关 对 违法 犯 罩 的 单位 和 个 人 给 予 严厉 打 击 。 社 会 各 界 人 士 如 发 现 圭 述 侵权 行 
为 ,希望 上 吕 时 举报 ,本 社 将 奖励 举报 有 功 人 人员 。 
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第 一 篇 
张 量 分 析 


第 一 章 ” 张 量 的 概念 


81.1 引 H 


什么 是 张 量 ? 这 是 读者 在 开始 学 习 本 课程 时 会 提出 的 问题 . 现 从 读 
普 忆 有 的 力学 知识 出 发 ,举例 对 这 个 问题 作 一 些 初步 的 图 述 ,使 谈 者 对 张 
量 这 个 新 的 概念 ,有 个 初步 的 理解. 
在 三 维 空间 , 一 个 矢量 (例如 力 人 矢量 ,速度 矢量 等 ) 在 某 参 考 坐 标 系 
中 ,有 三 个 分 量 ,这 三 个 分 量 的 集合 ,规定 了 这 个 矢量 . 当 和 坐标 变换 时 ,这 
] 些 分 量 接 一 定 的 变换 法 则 变换 . 
在 力学 中 还 有 一 些 更 复杂 的 量 .例如 受 力 物体 内 一 点 的 应 力 状态 ,有 
9 个 应 力 分 好 ,如 以 直角 坐标 表示 ,用 矩阵 形式 列 出 , 则 有 


8 uu m du 


| (o, ) 到 ni Ow Oa 


a c F 


| 这 9 个 分 量 的 集 台 ,规定 了 一 所 的 应 力 状 态 , 称 为 应 力 张 量 . 当 坐标 
变换 时 ,应 力 张 量 的 分 量 按 一 定 的 变换 法 则 变换 .再 如 ,一 点 的 应 变 状态 ， 
具有 和 和 应力 张 量 相似 的 性 质 , 称 为 应 变 张 量 . 
把 上 述 的 尹 矢 量 .速度 矢量 MAIKE ,应变 张 量 等 量 的 性 质 摘 象 化 ， 
| 撤 并 它们 所 表示 的 量 的 物理 性 质 ,抽出 其 数学 上 的 共性 , 便 得 出 抽象 的 张 
量 概念 .所 谓 张 量 是 一 个 物理 量 或 风 何 量 , 它 由 在 其 参考 坐标 系 中 一 定数 
上 且 的 分 基 的 集合 所 规定 , 当 坐 标 密 换 时 ,这 些 分 量 按 一 定 的 变换 法 则 变 
| 换 , 张 量 有 不 同 的 “ 阶 ”" 和 “结构 ”, 这 由 它们 所 遵循 的 不 同 的 变换 法 则 来 区 
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分 .和 尔 量 是 一 航 张 量 ; 席 力 张 量 .应 变 张 量 是 二 阶 张 量 ;还 有 三 阶 , 四 
阶 ……… 等 高 阶 张 量 .可 以 看 几 , 张 量 是 矢量 慨 念 的 推广 . 关于 张 量 的 严密 
的 解析 定义 ,将 在 $1.8 中 讨论 . 

由 张 量 的 特性 可 以 看 出 , 它 是 … 种 不 依赖 于 特定 坐标 系 的 表达 物理 
定律 的 方式 .采用 张 量 记 法 表示 的 方 穆 ,在 某 一 坐标 系 中 成 立 , 则 在 容许 
变换 的 其 他 坐标 系 中 也 成 立 , 即 张 量 方程 具 丰 林 变 性 .这 使 它 特别 适合 于 
表达 物理 定律 ,因为 物理 定律 与 人 们 为 了 描述 它 所 采用 的 坐标 系 无 关 . 因 
此 , 张 量 分 析 为 人 们 提供 了 推导 基本 方 穆 的 有 力 工 具 . 此 外 , 张 量 记 法 简 
洁 ,是 一 种 非常 精炼 的 数学 语言 . 

张 量 这 个 名 词 是 沃 种 特 (Voigt) 首 先 提出 的 ,用 来 表示 晶体 的 应 力 
张力) 状态 ,可见 张 量 分 析 与 弹性 力学 关系 的 密切 . 张 量 分 析 在 力学 领域 
中 有 广泛 的 应 用 ,是 力学 工作 者 的 重要 数学 工具 . 


$1.2 符号 与 求 和 约定 


一 、 指 标 


在 张 量 分 析 中 广泛 运用 指标 . 儿 个 变量 的 集合 x, ,x+,,…,x, 可 表示 
为 zx, ,i 三 1,2,3,…",n, 几 个 变量 的 集合 Voy y ,…,y WERA y uj 
-1,2,3,-* n DH HE y y ene y 是 :个 独立 变量 ,而 不 是 变量 y 
的 1 到 = 次 和 . 写 在 字符 右 下 角 的 指标 ,例如 x, 中 的 ; 称 为 下 标 , 写 在 字 
符 右上 角 的 指标 ,例如 x 中 的 ;7 称 为 上 标 .在 以 后 的 讨论 中 将 说 明 使 用 
上 标 或 下 标的 涵义 是 椒 同 的 . 

用 作 下 标 或 上 标的 拉丁 字母 或 希腊 字母 ,除非 作 特 别 的 说 明 ,一 般 取 
从 1 到 = 的 所 有 整数 ,其 中 n 称 为 指标 的 范围 .本 书 采用 下 述 关于 范围 
的 规定 来 表明 三 维 空间 和 二 维 空间 的 量 的 区 别 : 所 有 拉丁 字母 指标 Pg. 
Lm、""* 的 范围 是 1,2,3; 所 有 希腊 字母 指标 a、8、y、8、… 的 范围 是 1， 
2. 例 如 坐标 x' ,指标 i=1,2,3 的 二 维 空间 的 坐标 ,坐标 x* 是 x=1,2 的 
二 维 空间 的 坐标 . 

为 了 区 别 上 标 与 冬 竹 ,通常 用 括号 表示 葬 容 ,如 (x Y 表示 了? 的 二 
次 方 . 


二 、 求 和 约定 


车 在 ~ 项 中 ,同一 个 指标 字母 在 上 标 和 下 标 中 重复 出 现 , 则 表示 要 对 
这 个 指标 遍历 其 范围 1,2,3,…,n 求 和 .这 是 一 个 约定 , 称 为 求 和 约定 . 
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$1.2. 符号 与 求 和 约定 2 x 


例如 三 维 空间 的 平面 方程 为 
arz ta,z ta,z — p (1.2-1) 
AP a, ,请 是 常数 .这 个 方程 可 写成 


^ ax-p (1.2-2) 
T 
应 用 求 种 约定 , 则 这 个 方程 可 号 成 如 下 形式 
ax =p (1.2-3) 


i D FE Ar YE EDR A R E A 5 Ar PR A AE R R ain. H TIERA R ERR 
RFR, BEJ 16: A R A E PE E dE PS ARE — E G. 例如 as 可 以 写成 
a,z E MRF E dS bs CRORI TER fü A , PRA IE ERAR HH RR. 

8 Tg SRLIB ,在 一 项 中 ,同一 个 指标 字母 的 合用 不 能 超过 两 次 . PRI 


H 


如 不 能 把 ( » aa y 写成 ax aur ,而 应 写成 aur. 


Pal 


Ez. EF AE (Kronecker) ff S 8 


AAS o 的 定义 是 


六 m (1.2-4) 
这 样 
òà =a =l 
=g- =0 a 
克 罗 内 克 符 汪 也 可 写成 8 或 3 


下 面 举 例 说 明 克 罗 内 克 符 号 的 应 用 .例如 空间 直角 华 标 系 中 ,分 量 为 
ds ,dz ,dz” 的 线 元 长 度 的 平方 为 


ds” = (dz! Y + (dz Y + (dz Y (1.2-6) 
应 用 克 轴 内 克 符 号 ,上 式 可 写成 
ds^-8,dz'dz (1.2 - 7) 


应 当 注 意 ,上 式 中 有 二 重 求 和 ,一 个 是 遍历 指标 i 的 范围 , 男 一 个 是 遍历 
指标 7 的 范围 . 


克 罗 内 克 符号 有 一 些 明显 的 性 质 ,如 HA’ = AOT, e n o 
等 
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四 、 置 换 符 号 


置换 符号 eu, = e* 定 义 为 
1 i,j,k 是 1,2,3 的 偶 置 换 (123、231、312) 
ej, 7 e^ =al 3 ij, E É 1,2,3 的 奇 置换 (213、132,321) 
0 当 ; 光 的 任意 二 个 指标 相同 
(1.2-8) 
i ,js 让 的 这 些 排列 分 别 叫做 循环 排列 3608 SRHESURO3E V6 SP HERI . 
置换 符号 也 称 为 里 奇 (Ricei) 符 导 , 它 只 是 一 个 指标 符 导 ,可 用 来 展开 
三 阶 行列 式 . 令 
al a, 4j 
a—|aj a} a| =al aja +alaja; +t aiara, 
ai az aj 
aiaiai- a aiai a aa. 
É a 表示 行列 式 中 的 普遍 项 ,以 |@ | 表示 行列 式 , 则 上 述 行列 式 可 写 
成 
a = |aj| = eai a30; (1.2—92) 
FREAR EME RifE—ES,.pp UU EIS alalale 这 就 相当 于 把 
行列 式 的 两 列 匡 相交 换 , 因 市 行列 式 改 变 符号 ,等 于 -~ a, 再 置换 一 次 ,又 
改变 一 次 符号 ,加 到 + a. 这 种 性 质 可 表示 成 如 下 的 形式 : 


aE mn T EA d, (1.2—9b) 
将 (1.2 一 9a) 与 (1.2 7 9b) 式 结合 , 则 
| a; | Erna = Eara a} (1.2— 9c) 
间 理 可 以 得 到 
|a; | e"" = evala™a” (1.2 — 9d) 


五 、 克 罗 内 克 符 号 与 置换 符号 的 关系 
允 轩 内 克 符 号 与 置换 符号 之 间 存 在 一 定 的 关系 . 今 讨论 如 下 : 
9^ & & 作为 单位 矩阵 的 元 素 ,它们 的 行列 式 等 于 1. 

la a a 

5 X |=1 

ó $ à 
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$1.3. 曲线 坐标 8e 


zr HI SE P8 BE SX oS E 89 1T 91 3X, , UA 


à à & 
A= & & 
& S, 8 


ERPE rns.:—1,m.n-1,2,3,J] A =1. 由 于 这 些 排 列 中 的 任 一 置 
换 都 改变 行列 式 的 符号 ,所 以 行列 式 A 为 


a u 
A= 8 € B| = e enn 
5 8, 8 


展开 上 述 行列 式 , 得 
€ em 76, 06,0, -HHO 0,68, —5,8,8, + — BSS 
(1.2 - 10) 
fe EXUPBRI PORT ERAR JEU EARS S — x MER 
学 出 下 面 的 关系 式 , 称 为 e- FR, 
£764,759 00.0 5,0, 006, (50, 6,0) T0508. 908) 


—6,9, — 0,8, (1.2- 11) 
e pm 7 38, — 9,8, —28; (1.2— 12) 
ee —28 «6 (1.2—13) 


利用 这 些 结果 ,可 以 将 行列 式 的 展开 公式 (1.2 - 9b) 化 成 另 一 个 很 有 用 的 
形式 .以 e”" 乘 (1.2-9%h) 式 两 边 , 得 


ae," " = 6a = alal ale, e" (1.2— 14) 
六 、 求 和 约定 可 以 推广 到 微分 公式 


f(x ,wz ) 为 nn 个 独立 变量 x! x) eux" 的 函数 , 则 它 的 
微分 可 写成 


3 
df= de (1.213) 


ERRE Eh, i 被 认为 是 下 标 . 


$1.3 曲线 坐标 


iz (k-1,2,3 B P(x) 的 直角 上 坐标 . 若 三 个 泌 数 
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67 第 一 音 ” 张 量 的 概念 
xr—zrt(zhmx a) (k=1,2,3) (1.3- 1) 

在 区 域 R HAR HN PRU 
z-z 0r...) (k=1,2,3) (1.3-2) 


则 点 P 有 曲线 坐标 二 . , 
一 般 来 说 ,从 几何 关系 能 写 出 (1.3 一 2) 式 . 若 z* HB OE SE UB EE 


的 一 阶 偷 导数 ,晶雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 J = " fr R NATO, 
部 
3z! dz! PP 
dx! da^ ar 
Aw" ag? Jz 3g 
一 T 一 3 2 +0 (在 区 域 R) (1.3-3) 


2g ag ag 
9x! 3a Ie 
W(1.3-2»V8 € — Ix E EE CIL3 DR. XERET. efzl ,sz 一 常 
Bx Ql 0454 ir ss)= 常 数 ,方程 式 (1.3- 1) 分别 给 
t — eB gg ,它们 相交 于 王 点 .这 三 个 曲面 称 为 坐标 山 面 .任意 两 个 坐标 
曲面 的 交 线 定义 一 坐标 曲线 .通过 了 PP 点 有 3 条 不 重合 的 坐标 曲线 ,它们 
给 出 了 点 P 的 曲线 坐标 (x! ,x ,xz*) ,如 图 1-1 所 示 . 


在 曲线 坐标 系 中 ,P EMILE Er dd RA sr zB 
数 . 因 为 由 图 1 一 1 及 (1.3 一 2) 式 可 知 
| r(z! z^ az S rle (x ,rr ) ,2 (rl ,rr ) alr ar) ] 
= (1.3-4) 
XE ERSE FE 7] 3 [o] RSERSE , p FLIER L8 E EREA P 
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$1.3. B £k s dx “7. 


标 系 并 不 适合 ,而 必须 来 用 曲线 坐标 系 .最 常用 的 曲线 坐标 系 是 正 交 曲线 
坐标 系 ,如 圆柱 坐标 系 , 球 坐 标 系 ,平面 极 坐 标 系 等 . 

例 1 HERR | -2) 

圆柱 坐标 z IHE xS 


关系 来 定义 . 
从 几何 关系 可 以 写 出 

z= z'cos x 
z? = lsin x? (1.3-5) 
Faer 

雅 可 比 行列 式 

cos x^  -z'sinaz^ 0 
J=|sin z? ricos x 0l=x! 


0 0 1 
除 在 z WEC =0) 有 JJ =0 外 ， 
(1.3 35) 式 在 各 处 都 有 惟一 的 道 变换 
r= lg Yt (zy 


p Cura (1.3-6) 
21 
Pag 
对 于 圆柱 坐标 系 ,通常 采用 下 面 的 坐标 符号 ， 
x =r, zt =ê, cg (1.3-7) 


JXRE , LEE An IRE Ae b BERE r= 常数 的 圆柱 面 族 ,8= 常数 的 半 平 面 族 ， 
和 <= 常数 的 平面 族 ( 图 1 -2). 

张 量 分 析 的 中 心 问题 是 研究 坐标 变换 时 张 量 分 量 的 变换 法 则 .因此 
张 量 分 析 几 然 涉及 坐标 变换 ,尤其 是 在 讨论 普遍 张 量 时 ,必然 涉及 曲线 举 
标 系 之 问 的 变换 . 

独立 变量 x ,z ,的 集合 可 以 看 作 是 在 某 个 坐标 系 中 规定 一 点 P 
的 坐标 .将 x or ,x” 通过 以 下 的 方程 变换 成 一 个 新 变量 x rV ri 的 


à 

xr'—rz(r.x3ax (k=1,2,3) (1.3-8) 
则 上 式 规 定 了 一 个 坐标 变换 . 道 变 换 

t= ar (Z Z Z) (R-1,2,3) (1.3-9) 


按 相反 的 方向 进行 .为 了 保证 这 样 一 个 变换 是 可 北 的 ,并 且 在 变量 {z1， 


El 
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Lu a R 内 是 一 一 对 应 的 , 亦 即 在 区 域 & 中 的 每 个 有 序数 
集 {zl zz) 定义 一 个 性 一 的 有 序数 集 ( 二 ,到 ) 并且 反 之 亦 然 ,其 
充分 条 件 是 ;函数 T(r ,7 Vx MEER 中 是 单 值 ,连续 ,有 连续 的 一 


阶 信 导数 , 雅 可 比 行列 式 = |3 (EROR R 内 的 任意 点 均 不 等 于 0， 

具有 上 述 性 质 的 坐标 变换 称 为 容许 变换 . 本 书 以 后 沦 及 的 坐标 变换 
都 是 容许 变换 . 若 雅 可 比 行列 式 T -E 正 , 则 一 个 右手 坐标 系 
变换 为 另 一 个 右手 坐标 系 


81.4 X R di 


TEE EX AS b E P, dH] — rx OP 的 位 置 矢量 + 是 曲线 坐标 六 的 函数 
[41.3-4) 式 ]. 若 曲线 坐标 x* 有 微小 增 量 dz MARRE r 有 增 量 
dr. 由 (1.3 一 4) 式 ,位 置 矢量 + 的 微分 dr 为 


a (1.4-1) 
dx 
TEA P 的 位 置 矢量 可 用 直角 坐标 表示 为 
r= gi, (1.4 2) 


AP oLOAB AERE ZrnpmBPDef«amoau-1.udyr É fmm 
基 天 量 .应 用 (1.3-2) 式 此 41.4-2) 式 ,可 得 
dr drüàzg dyz. 
og agua ru 


LAKH, 2T ERIRE, 的 线性 组 合 ， 因此 入 也 是 矢量 ， 由 (1.4 一 1) 


(k=1,2,3) (1.4-3) 


AGER TT e E M e 变化 时 位 置 矢量 的 变化 ,因此 去 的 方向 是 沿 坐 


SUD RS —— gc 
RO 1-1).3x456,3& dg, 的 定义 是 


Dr 9 
gr 123) (1.4-4) 
£ d. 
m.4- DATIM EREM dr 为 
dr = gdz" (1.4-5) 


必须 注意 ;在 曲线 坐标 系 中 ,对 于 空间 的 每 一 点 ,都 有 三 个 基 矢 量 
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81.5 基本 度量 张 最 "9. 


L ERE pg 一 般 不 是 单位 矢 基 ,彼此 也 不 让 区 ; 基 矢 昌 可 以 有 星 纲 , 但 
一 反 的 二 个 基 和 天 量 的 量 纲 可 以 不 同 ; 基 矢 量 不 是 常 矢 最 ,它们 的 大 小 和 方 
向 依赖 半 它 们 所 在 点 的 坐标 , 基 矢 量 g RELL, EIEEE, TER 
lE g, 构成 了 一 个 局 部 的 参照 标 架 (局 部 的 斜 角 直 线 坐 标 ). 作 用 在 一 点 的 
任意 矢量 ,可 以 沿 g 的 方向 按 平 行 四 边 形 法 则 分 解 ; 


V = v'g, (1.4-6) 
者 坐标 系 x! FRED- ERRAT, 
t= zr z Vx) (k-1,2,3) (1.4-7) 


RETH A 
až = až (z x ax) (k =1,2,3) 
Wd 5 b r5 FERE 天 为 
Bo 3-355 g, 3 (1.4-8) 
Ei EE REALE AE b REL" FRNT. 4-DR] WERE g, e A 
法 则 人 (1.4-8) 式 变换 . ERE g 也 称 为 协 变 基 矢量 ,这 - .点 将 在 $1.6 
中 说 明 . 


$1.5 Ak E CR 


ALT TET by RS USCIRE TE VLA br pra E t JE HE V fe d 
KERETA dr, 由 (1.4 一 5) 式 ,dr 与 其 自身 的 点 积 就 是 线 匹 长 度 
的 平方 . 即 


ds =dr'dr = g,dx'*g, dx" = g,* g, da^ dz" 


4E X 
Ekm 7 Bs By (1.51) 
BU 
ds? = g adz dz" (1.5-2) 


HN. e, (1.5 — 1) 88D "B b AR x* 的 基本 度量 张 量 , 由 此 式 可 知 ,在 三 维 
空间 ,基本 度量 张 量 gon 有 9 个 分 量 . 
将 (1.4 一 4) 式 代入 (1.5~1[) 式 ,可 得 
Oz dg 
"3; 37" 


根据 基本 度量 张 是 的 定义 [(1.5- 1) 式 1, 由 标 积 的 可 交换 人 性 可 知 


Bia =Ë (1.5-3) 
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TT S-E KEHAS 
Eim — Emi (1.5-4) 


即 基本 度量 张 量 g HIER Mm 可 以 交换. 
在 $1,4 中 已 指出 ,在 曲线 坐标 系 中 , 基 失 量 g; 不 是 单位 矢量 .由 
(1.5 — 1) nf An , JE A E BSEC] np H3 dez BE HK om 
Ig | = Gig" 7 gu (es 
FUP ,天 下 表示 对 下 不 求 和 . 书 中 以 后 出 现 这 种 符号 ,区 与 此 同 . 
FERR i! 变换 为 男 一 个 新 坐标 系 . ,变换 方程 为 


T= a(x, xz, x) (k=1,2,3) (1.5-6) 
HETH 
z= (z, z, z) (k=1,2,3) 
则 
go da ss, 
dr -——dx (1.5-7) 
AF 
Iar” aa 
du dr d (1.5- 8) 
e Ix Ox” 
Bu Bim 3 XE 3 LP (1.5-9) 
则 (1.5 一 8) 式 是 写 成 
ds = gn dz'dz" (1.5 - 10) 


BEOLS-710)& 4 (1.5 - 22 Ce] HEE, e, 称 为 坐标 系 的 度量 张 
E. 

二 次 微分 形式 (1.5-2) 式 和 (1.5- 10) 式 极为 重 蝎 , 它 定 尽 了 在 一 般 
曲线 坐标 系 中 线 元 长 度 的 半 方 . 

AE BRE RISE ,一 个 量 的 分 量 的 变换 法 则 是 该 量 的 重要 性 质 .由 (1.5- 
9) 式 可 知 , 若 明 线 坐标 系 a^ ERAR TEE BRA E DOLS- 6x]. 
WU BE SES EE 品 ,fz) 按 11.5-9) 式 所 表示 的 特定 的 变换 法 则 变换 . 

Bin 之 所 以 称 为 度量 张 量 ,一 方面 是 因为 它 度量 空间 线 元 长 度 的 平方 
《所 以 称 为 "度量 ”); 另 一 方面 是 因为 当 坐 标 变换 时 , 它 按照 (1.5-9} 式 这 
一 特征 的 变换 法 则 变换 ,这 是 张 量 的 基本 特性 (所 以 它 是 张 量 ) ,因此 g 
称 为 度量 张 贡 .这 是 一 个 非常 重要 的 基本 张 量 ,所 以 你 称 为 基本 度量 张 
量 , 关 于 张 量 的 基本 特性 ,将 在 $1.8 讨论 . 


MEUM EEEELLLLLL uiii c.i ÉÓ— OV ——————Á i RU ei eR ar s TU Ie eeu A E LLL 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


$1.6 对 惕 基 拓 量 、 相 性 度量 张 量 "He 


E.S- DAT AE H , EE MBERE gi = 5, o HTE E A E 
中 ,基本 度量 张 量 是 常数 . 

基本 度量 张 量 描述 空间 的 性 质 . 妈 果 有 可 能 通过 坐标 变换 引 入 一 个 
坐标 系 ,使 得 在 该 坐标 系 中 g 等 于 常数 , 则 这 个 空间 是 “ 欧 几 里 得 (Eu- 
cid) 空 间 ”, 如果 不可 能 引入 这 样 的 誉 标 系 , 则 是 “ 非 欧 儿 里 得 空间 ”". 在 
$3.8 中 将 进一步 讨论 这 个 问题 . 


$1.6 对 偶 基 天 量 .相伴 度量 张 量 


RERE g 由 下 面 的 方程 式 定义 
£'g-3 (1.6— 1) 
FA ERE X nf EUR HL ife EE E HAS SR BS S AERE g^ 的 方向 与 + 
7s 的 渚 基 矢 量 g, 垂直 ;在 二 维 空间 中 ,8 ,g ig 分 别 重 直 于 gg, g, 
gs Eg 所 在 的 平面 .8 的 大 小 满足 外 ge =1(r= 8)， 
AH Hi EE g 作为 一 个 矢量 ,可 以 沿 基 失 量 g, 的 方向 分 解 为 
E 三 8 8 (1.6-2) 
AP g^ BEER 在 & 方向 的 分 量 ,共有 9 个 .为 求 g, .6- 
DAMLAR g' ,得 
£'g^7sgg'g-g'à-g 


HE 

E =g g (1.6-3) 
上 式 可 作为 入 的 定义 .该 式 与 (1.5- 切 式 对 应 ,因此 ,er 称 为 相伴 度量 
张 量 .由 于 矢量 的 点 积 适 侣 交换 律 ,由 (1.6- 3) 式 可 知 , 近 的 指标 r,* 可 


VASE BR , 即 
g =g” (1.6 — 3a) 
HEKE g — FE ,对 偶 基 矢量 g 一 般 不 是 单位 矢量 , 它 的 大 小 由 下 
式 计 算 


lg|l-(g*g-g ORRA) — (16-4) 
一 点 的 三 个 对 个 基 矢 量 g" 构成 一 个 局 部 的 参照 标 架 ,作用 在 该 点 的 
任何 矢量 可 以 沿 g 的 方向 分 解 . 对偶 基 矢 量 er 也 称 为 逆 变 基 矢 量 ， 


— TER 
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2c S-E KEHA 
一 、 相伴 度量 张 量 
在 讨论 对 偶 基 矢量 过 程 中 ,引进 了 相伴 度量 张 量 en [016 3) 式 ]， 
它 也 称 为 共 思 度 量 张 其 . 
下 面 先 过 论 相伴 度量 张 量 与 基本 度量 张 量 的 关系 .将 (1.6 一 2; 式 代 
入 (1.6 一 1) 式 , 则 "& 


EK Bu RG 
RI 
E Ra = (1.6—5) 
利用 上 式 ,可 推导 出 计算 ga" 的 公式 ,对 于 一 个 固定 的 + 和 值 和 ; :=1,2,3, 上 
式 给 出 以 下 三 个 分 量 方程 ; 
gug *8n8 ^ tgag^ =à 
En g * Sog + Eng” -7à; 
Eng CEnE 十 是 有 一 及 x 
*r gw 已 知 , 则 对 于 =1,2,3, 可 以 从 上 面 的 方程 组 解 出 ern REEN 
默 (Cramer) 法 则 ,可 推导 出 计算 g” 的 公式 如 下 (更换 了 指标 )， 
aoU 
E 


E (1.6— 6) 


式 中 
£i — Em Eis i 
E~ | g, |= | ga En Em 
B3 B32 B33 
D'-ig, PEE 和 的 代数 余子 式 
在 张 量 分 析 中 ,g" 的 重要 性 和 &g, 一 样 . 
将 (1.6 一 2) 式 左右 两 边 均 乘 以 gul gg, = "gin. gre = 
Ò” En = E ,更 换 指标 ,可 得 


(1.6— 7) 


ETER (1.6-8) 
(1.6 -2)sR 8 (1.6 — ORAH 1 EK RURUS (B Re EZ TR AR RE n E 
&: 

8 —g'g, (1.6-2) 

p c5. (1.6 8) 


LETERE g, 和 对 偶 基 矢量 g 之 间 ,通过 度量 张 量 和 相伴 度量 张 量 ， 
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81.6 HAERE HEERKE — Zr 
可 以 提升 或 下 降 指 标 , 使 g, Hg 互相 变换 . 
三 、 和 天 量 的 这 变 分 量 和 协 变 分 量 


前 面 已 经 指出 [ 见 (1.4-6 式 让 ,任何 一 个 矢量 站 可 以 用 它 消 基 和 拓 
Eg 方向 的 分 量 表示 ， 


VY= wg, (1.6-9) 
利用 (1.6 一 8) 式 , 则 上 式 可 表示 为 
V-—wvp-—ugy (1.6 — 10) 
式 中 
v, = ERU (1.6 - 11) 
同样 可 得 
UV = gu. (1.6 — 12) 


(1.6 一 10) 式 表明 矢量 人 也 可 以 用 它 沿 道 变 基 矢量 六 方向 的 分 量 表示 . 
v 称 为 失 量 Y 的 道 变 分 量 ;w'g, 是 矢量 Y 在 协 变 基 矢量 风 方向 的 分 矢 
Eo, BAREV 的 协 变 分 量 ,wg' 是 矢量 Y EXE HE ACE g 方向 的 分 
矢量 . 
将 中 点 乘 (1.6-9) 式 两 边 ,将 g, 点 弱 (1.6 一 10) 式 的 左边 和 第 二 个 
等 号 的 右边 ,可 分 别 得 到 如 下 的 两 个 重要 关系 式 ， 
v 二 有 (1.6— 13) 
v,-V'p, (1.6- 14) 
XX c zn AR REIS RETE TREE EE 4 RE REC HN E TP A ERREUR IE PL Ai 3) 
积 .利用 这 两 个 等 式 , 则 (1.6 一 9) 式 和 (1.6 一 10) 式 的 第 二 式 可 写成 
V-(V'g')g, (1.6 — 15) 
V-(V':g)g (1.6 —- 16) 
在 曲线 坐标 系 中 ,多 和 g 不 是 常 矢量 ,它们 依赖 于 点 的 坐标 .所 以 在 
曲线 举 标 系 中 , 阁 用 分 量 表示 一 个 矢量 [(1.6 一 10) 式 ], 则 必须 选择 一 个 确 
定 的 点 , 即 矢 量 的 作用 点 , 基 矢 量 就 取 自 这 点 , {图 1 ~ 3) 表 示 二 维 空间 曲线 
坐标 系 的 基 矢 量 对偶 基 矢量 和 任 一 矢量 Y 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 . 
在 直角 坐标 系 中 ,8 Aer 的 方向 重合 ,因此 ,矢量 的 逆 变 分 草 和 协 变 
分 量 的 差别 消失 . 
由 以 上 的 讨论 可 以 着 出 ,v 和 是 同一 个 矢量 将 分 解 为 分 其 的 两 
种 不 同 的 方式 ,或 者 说 是 同一 矢量 V 的 两 种 不 同 的 张 瘟 表达 方 武 .这 是 
曲线 坐标 系 的 特点 ,必须 很 好 地 理解 . 
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vg! x! 
图 1-3 


EféG.6-12)858001.6- 11) 式 建立 了 矢量 分 量 的 指标 提升 (由 下 
标 提升 为 上 标 , 即 由 协 变 分 景 变换 为 道 变 分 旦 ) 和 指标 下 降 ( 由 上 标 降 为 
下 标 , 妈 由 逆 变 分 量变 换 为 协 变 分 量 ) 的 方法 . 


四 、 对 偶 基 矢量 、 相 伴 度 量 张 量 的 变换 法 则 
BERR ct 变换 到 另 一 个 坐标 系 T ,变换 方程 为 


z -xzGr.x x) (k=1,2,3) (1.6 - 17) 
则 
RUE | 
dx 75,4 (1.6 — 18) 


HUA- 505 RD RE. g^, EMMER, iE 

dr*g = (gg dz 
应 用 (1.6-13) 式 ,上 式 成 为 

di! —(g,:g^)dz' (1.6 - 19) 
将 (1.6 一 18) 式 与 上 成 比较 ,可 得 


g 是 个 所 量 , 应 用 (1.5--16) 式 及 上 式 , 可 得 


-$ 
£c gg 8! 5 (1.6— 20) 
这 便 是 坐标 按 人 1.6~ 17) 式 变换 时 , 道 变 基 矢量 e^ 的 变换 法 则 . 
应 用 (1.6-3) 式 及 (1.6-20) 式 ,可 推导 出 相伴 度 鞋 张 量 在 坐标 变换 
(1.6 — 17) 式 时 的 变换 法 则 ; 


—hm 一， 


-g'g- 


—E = m T 
JT f Ji" nn MOT dz" 


345 Bars B da da" 


(1.6-21) 
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$1.7 正 次 曲线 坐标 系 ，15 ， 


应 当 注 意 基 矢 量 g 的 变换 法 则 ! (1.4 -8) 式 ] 与 对 偶 基 矢 曼 g 的 变 
换 法 则 [11.6 一 20) 式 ] 的 差别 , 当 坐 标 系 x* Ed z^ [(1.6 -17) 式 ] 时 ， 
dx . 

林 矢 车 的 变换 系数 是 一 :[ 《1.4 一 8) 式 ], 它 被 认为 是 正 变换 系数 ,因此 基 
NA 


CB GROS UR TAHRIR MS AS BG COL 6 ~ 20) CT 


TET 29 E398 8 366 R A, EE TER ee Ac Ft PRO DEAE REI: Bt 
同样 应当 注意 基本 度量 张 量 gin EREMI (1.5 — 90 C Wt f EE 
EKE g "的 变换 法 则 [(1.6- 200 188 28 9I. 


$1.7. 正 交 曲线 坐标 系 


一 、 正 交 曲 线 坐 标 系 


若 上 曲线 爸 标 系 的 坐标 曲线 相互 正 交 , 则 称 为 正 交 出线 坐标 系 , 在 正 交 
曲线 坐标 系 中 , 基 矢 量 相 志 正 交 , 伍 不 一 定 是 单位 如 量 , 同 一 点 的 各 基 矢 
量 叮 以 有 不 同 的 量 网 . 对偶 基 矢量 与 基 失 最 的 方向 相同 ,但 天 小 不 相等 . 


基本 度量 张 量 是 
TET 
E de (1.7-1) 
0 (i53) 
系数 H, 称 为 拉 梅 (Lame) 系 数 , 战 度量 系数 ,或 比例 因 闻 .由 (1.6 — DÈ, 
在 正 交 曲线 坐标 系 中 ， 
ETCSuEzES (HH, H,) (1.7—2) 
相伴 度量 张 量 由 以 下 关系 式 计 算 ， 
pec s (i RRA) (1.7-3) 
g'-0 (ix) (1.7-4) 
REREN 
g —g"g, (k RRA) (1.7-5) 
4r 1E A6 Hl £x Ae s e rh LEER fr EC Bb e 
e-gllg|-g/H, G ARR) (1.7 - 6) 


这 样 AE TE SE PERLE rh OREILLE RE e 有 时 ,矢量 的 协 变 分 量 和 道 
变 分 量 的 差别 消失 .在 阐 性 力学 中 最 常用 的 止 交 曲线 坐标 系 是 圆柱 坐标 
系 、 球 坐标 系 和 平面 极 坐 标 系 .下 面 分 别 将 它们 的 基 矢 量 .基本 度量 张 量 、 
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相伴 度量 张 鲁 和 对 侦 基 矢量 出 出 . 
二 、 圆柱 坐标 系 ! 图 1-4) 
由 &1.3 例 1 得 


1 l 2 
OS 
2 1 - 2 = 
zo — E n £ 
T = £ 
qs 1^2 FEE 
zo —4(x)ct(z) 
2 
2 = 
x” = arctan 一 
z 


rg 
ERE: 由 (1.4-4) 式 ,得 
gi 7 (cos x^) i, + (sin 27) i, alsi 


8;7(- x'sin z?)i, * (x'cos z2)i, lg|=x! 
83 二 53 Ig; 71 


(1.7-7) 
BORHEBHIKE: 由 (1.5- 3) 式 得 


dz E = P 位 i 
ài! dz! PE 


Eu 
= (cos x’) - (sin zx?) -1 
Jg? z EP 2 3g? 2 
et (az + lon) + (Fe) 
=( x sin z’) +(ricos rY = (rY 
ag. 48.2125 Japy 
£5 7 (55: * 55] « [25] =] (1.7-8) 
Enr T g23 = guU 
1 0 0 
g-|0 (aU 0|=(z') (1.7-9) 
0 0 1 
相伴 度量 张 量 : 由 (1.6-6) 式 得 
peT, g? =li Y, gaj (1.7 - 10) 


NOHRPIUI ED REM D E cm pe E DER CET E ihi MC coc DEED IMNLLDUMEEESCEOR (NCENQD LR a MEO EADEM 
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对 偶 基 矢量 : mB.6-2)45 


g ERB, lg'|=1 
g-gix'Y,., Igl|21/x (1.7-11) 
g =g Ei, Ig |=1 


三 、 球 坐标 系 ( 图 1 一 5) 
TEN 2 3 
g% =r sin r cos r 
2 ， 
z^- x!sin x^sin x? (1.7- 12) 
3 l 2 
z' = r Cos T 


x =y lz Ytl Y te 


3 
z 


(z +(z) +(e y (1.713) 


2 
3 x 
xr = arctan 一 
x 


x^ = arccos 


ERE: 由 (1.4-4) 式 得 


g, = (sin x cos x^ )i, * (sin z/sin z^)i + (cos z?)i, 


Igi 91 
g, = (x'cos x^cos r? )i  (x' cos wisin r)i, t ( — x'sin z)h, 
|g- = 


g,7(— x'sin tsin ri + Cx! sin x^cos a)i, 
|g] = z'sin x^ 
(1.7 - 14) 


RE 
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基本 度量 张 量 : 由 (1.5-3) 式 得 
gi = (sin x/cos z’ Y + (sin r sin z3 Y + (cos à? Y 
-1 
En T {x COs x’ Cos +r eos rsn x ) * ( — z'sin z?) 
- | 


Ex 7 (7 x sin z^sin x^)? + (x! sin x^ cos xo)? 


2 


—(zrlsin z Y 
8u TEn 5ga 70 
(1.7- 15) 

1 0 Ü 

g-0 (Y 0 

0 0 (x'sin z?^)| 

相伴 度量 张 量 : 由 (1.6-6) 式 得 


g zm g"^-l/x!y, g” 


- Gri) (sin r?) (1.7-16) 


-— 


Nc qo re 
5 -g'-g"-0 
AERE: 由 (1.6-2) 式 得 
g =g. FEES | 
ggir Y, lg |=1/x! (1.7-18) 
g 7 gil(x!sin z^), vr 


$1.8 99k . Æ 


在 物理 晤 战 几何 量 中 ,有 一 - 些 量 与 参考 坐标 无 关 , 例 如 质量 温度 ,长 
度 等 ; 男 有 一 些 量 ,它们 的 分 量 却 与 参考 坐标 的 选择 有 关 , 例 如 位 移 、 巡 度 
等 .前 者 称 为 标量 ,后 者 称 为 矢量 .在 数学 上 ,按照 坐标 作 容 许 变换 时 ,这 
些 量 的 分 量 所 服从 的 变换 法 则 的 不 同 ,而 分 别 给 以 定义 . 

设 一 个 量 的 分 量 在 曲线 坐标 系 二 中 定义 ,它们 是 坐标 zl,zz,za 的 
KA ERRAR 习作 容许 变换 成 劳 一 新 坐标 系 云 ,天 = 天 (zz e) 
则 可 以 定义 该 量 在 新 坐标 系 T 中 的 分 量 , 并 根据 该 量 的 分 量 在 坐标 变换 
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时 所 遵循 的 不 同 的 变换 法 则 ,给 于 该 景 以 不 同 的 和 名称, 下 人 面 定 义 : 
(1) 标量 
一 个 量 被 称 为 标量 或 绝对 标量 , 苦 它 在 坐标 系 x* 中 只 有 一 个 分 基 
,在 新 坐标 系 r 中 也 只 有 一 个 分 量 % ,并 县 在 两 个 坐标 系 中 的 对 应 点 
上 .由 与 更 的 数值 相等 B 
é[x'Cr x (xu x (zer ,xr ,= $x! ) 
(1.8— 1) 
RERA EINE S 
(2) 3 AE ER C Dr Bi AE TE REO 
TERRAE ERR MATKE AEEA r 中 有 三 个 
分 量 AC EER x 中 有 三 个 分 基站 ,它们 满足 以 下 的 变换 法 则 ; 
AAT. 
du 
HREH ERAR , 国 此 上 标 也 称 为 逆 变 指标 ， 
坐标 的 微分 dr ENERE- -个 典型 .因为 按照 微分 的 链 式 法 则 ， 
在 新 坐 慰 系 中 ,微分 dx' 可 按 下 式 计 算 


(1.8 2) 


dzi Eq (1.8-3) 
T 
np LEERE , BM dr f1. 8- 2)A E XE XU HE R f BO RE i 


法 由 变换 . 

(3) 协 变 天 量 (一 阶 苏 变 张 量 ) 

一 个 量 被 称 为 协 变 矢 量 或 一 阶 协 变 张 量 ,区 它 在 坐标 系 v 中 有 三 个 
REA ,在 坐标 系 T 中 有 三 个 分 匡 A, ,并 有 目 这 些 分 基 满 足以 下 的 变换 法 
则 : 


- ay" 
Aas Ms) (1.8-4) 


PEREA TIRAN ,因此 ,下 标 也 称 为 协 变 指 标 . 
标量 风 的 俩 导数 尾 协 变 炙 量 的 例子 .因为 在 新 坐标 系 云 中 ,标量 
E^ fi IC 


drz NE Tr (1.8-5) 


可 见 TERIER, BEOL. 8- 4) SCR LB HE RERO EH HR E. 


协 变 矢量 的 变换 法 则 [(1.8 一 4) 式 ] 与 基 矢 量 的 变 挽 法 则 [(1.4 一 8) 
式 ]j 格 同 ,变换 系数 都 是 正 变换 系数 ,所 以 称 为 “ 协 变 ”. LE S Cop 
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Wi (1.8— 2)3& ] SXEfR SE ABE TRAEN [ (1.6 — 20) 式 ] 相 同 ,变换 系数 
都 是 道 变换 系数 ,所 以 称 为 * 道 变 ”. 由 此 可 了 网 ,上 标 和 下 标 各 有 其 特 洽 的 
EX. 

必须 注意 ,矢量 就 是 矢量 ,在 坐标 变换 时 ,矢量 本 身 是 不 变量 .但 是 矢 
基 的 分 量 并 林 是 不 变量 , 妆 坐 标 变换 时 ,矢量 的 分 量 按 特定 的 变换 法 则 恋 
H ATRE A 和 协 变 和 拓 量 A, 并 不 是 两 个 不 同 的 矢量 ,而 是 对 同一 矢 
TR A 的 随 种 本 同 的 描述 方式 ; 道 变 矢 量 A 是 矢量 4 的 道 变 分 量 , 协 变 
AH A, EREA Hbro. 

二 、 二 阶 张 量 

像 二 维 空 间 坐 标 系 的 度量 张 量 e, 这 样 的 量 , 它 有 9 个 分 量 . 当 坐 标 
系 x' ERAT 时 ,这 些 分 量 按 特定 的 法 则 [(1.5-9) 式 ] 变 换 .类 似 这 样 
的 量 ,按照 在 坐标 变换 时 它们 所 遵循 的 变换 法 则 进行 定义 ,并 给 予 不 同 的 
名 称 .下 面 定义 ， 

(1) 二 阶 道 变 张 量 A" 


Ir a 
A*(z)9 A"(x D (1.8-6) 
(2) 二 阶 协 变 张 量 A, 
A, (E) = A, GELT (1.8-7) 
(3) 二 阶 混合 张 量 A,A” 

TOR ea 

ar" 
或 nne (1.8- 8) 

fy AU zx ero 

Å; (x) A, dz dr 


上 面 关于 一 阶 张 量 的 定义 ,可 以 推广 到 高 阶 张 量 .一 个 量 An p 


Big dé p Write a 阶 协 变 的 7 阶 (x = p+ g) 张 量 , 若 在 坐标 变换 时 , 它 
的 分 晶 按 下 式 变换 


. odr“ d T d r" durs 


Ta brt IDEA a r+ At TR mac 
ae oM. wes 


必须 注意 ,指标 的 前 后 顺序 不 能 和 随意 调换 ,在 指标 的 空位 处 应 当 用 小 圆 点 
标志 ,如 (1.8-8) 式 .《1.8 一 9) 式 中 ,为 了 印刷 方便 ,上 咯 去 了 标志 指标 前 后 


“tise 
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ft t ES AP FE 
四 、 张 量 的 特性 
张 量 是 和 拓 量 概念 的 推广 ,根据 以 上 关于 张 量 的 解 板 定义 , 现 将 张 全 的 
TEL ELE XE 
张 量 由 它 的 分 量 的 集 人 台所 规定 ， 


张 量 的 基本 性 质 出 坐标 变换 时 旨 量 的 分 量 所 遵循 的 变换 法 则 来 确 
定 ,变换 法 则 与 张 量 表示 什么 物理 量 无 关 . 

张 量 的 变换 法 则 一 (1.8~-1).(1.8-2).(1.8-4) (1.8-6) — 
(1.8 -9) 趟 表明 坐标 系 作 容许 变换 时 , 张 量 在 新 坐标 系 r 中 的 每 一 个 分 
量 是 该 张 量 在 上 坐标 系 r 中 全 部 分 量 的 线性 组 合 ,变换 系数 是 齐 次 的 
根据 张 量 的 变换 法 则 的 不 同 来 定义 张 量 的 “ 阶 ”与 “变异 "(“ 结 构 ”). 

张 量 可 分 为 零 阶 、- 阶 .二 阶 、…… 张 量 的 阶 等 二 变换 法 则 中 变换 系 
数 的 维度 ,也 等 于 张 量 的 指标 的 数目 .在 三 维 空间 中 , ERE GO RE 
数 为 

N=3 (1.8-10) 
标量 是 零 阶 张 量 ,矢量 是 一 阶 张 量 ， 

按照 张 量 的 变异 (结构 ), 张 量 可 分 为 逆 变 . 协 变 和 混合 张 量 ,这 由 变 
换 法 则 中 的 变换 系数 是 送 变 换 系数 2 TERRARIET ERE 
别 , 张 景 的 变异 也 由 张 量 的 指标 的 位 置 (上 标 . 下 标 或 荣 有 上 标 下 标 ) 来 区 
gl. 

如 果 在 一 个 坐标 系 中 , 某 个 张 量 的 全 部 分 最 等 二 0, 则 在 通过 容许 变 
换 的 其 他 任何 坐标 系 中 ,该 张 量 的 全 部 分 量 也 等 于 0 ,这 是 张 量 的 最 重要 


的 特性 . 张 量 的 这 个 特性 ,使 张 量 方程 具有 不 变性 ,这 在 后 面 将 进一步 论 


$1.9 几 个 重要 的 特殊 张 量 


和 定义 人 1.2 中 的 克 罗 内 克 符 号 和 置换 符号 分 别 是 直角 坐标 系 r 
中 的 2 阶 和 3 阶 张 量 ,并 且 根 据 它 们 的 指标 位 置 分 别 是 协 变 . 道 变 或 混合 
张 量 : 

l isj 
NL dd i .9- 
9, 合 à, » M ig (1.9—1) 
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Co] M oge E423 HS LER 
e, 2624-1 gk RS AER (1.9-2) 
(00. Z5 gk FERT fi in f EH 
那么 ERRER n 中 ,它们 的 分 量 是 什么 ?这 可 以 根据 张 量 的 变 搞 
AME H. 


一 、 克 罗 内 克 符 号 的 变换 


dz"gdzg 
a .9- 
Sy dax "E mn (1 9 3) 
g” (1.9-4) 
dz dz 


由- 

(1.9 - DARA AS PR REEL 5 (1.5 303X —88 4E (1.9 45x 
中 ,8” — E" C" LBD PEG 8e a 8 BRUST TER EAE E] 59 LIE RESI ph EE e 3 
后 ,它们 应 是 g'g ,根据 (1.6- 3) 式 ,这 个 点 积 是 如 .将 (1.9- 4)》 式 与 
《1.6-21) 式 比较 , 则 (1.9-4) 式 也 容易 理解 .同样 ,对 于 (1.9- 5) 式 ,3 
;因此 变换 后 应 是 gg, 妈 e^. BUCHT AU, HERRERA 
曲线 坐标 系 时 , 克 罗 内 克 符 号 变换 为 度量 张 量 ; 混 合 张 量 只 EST YE 


广 了 所 有 的 坐标 系 中 都 是 常数 . 
二 、 置 换 张 量 
|Oz' dz "PS E dz E 
Ju E Irar Fr Y E igh Jr” m eu (1. 9 zd 6) 
i k 
it < 一 ra o ak -à = e d (1.9— 7) 
£t x EX Ux yg 


这 两 个 变换 式 的 中 间 的 等 号 是 引用 了 行列 式 的 展开 公式 {1.2 一 9c) 
利 (1.2- 9dq) .最 后 的 等 式 是 需要 证 明 的 . 
由 {1.6- 5) 
Bog" cà 
E fr ae ur Ag 
(gag l= lel lelli (1.9-8) 
由 g, 和 ge* 的 表达 式 (1.9 一 3)、(1.9 一 4) 式 并 应 用 行列 式 的 乘法 ,可 得 


mn REESE di cipi Rr ed p m AT KIC MNT NND MM IEEE DECIMI LEE EEG UM IMMO GU —————————Á ————Ó]— 
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dz dz m daz $ 
lel = asl lax [ax o) 
9 aa! gt * 
|g” |= 2 P -e (1.9- 10) 
gor 
由 (1.6 一 7) 式 得 g=1g,1. 由 $1.3 可 知 ,对 于 容许 变换 | 了 | 关 0; 对 于 
EE 
HEERMA, jr >0, 因 此 
"P 
F -/g (1.9-11) 
PE 1 1 
25 - lg? |) 2 LL. B (1.9- 12) 
iog| 6D TUZD* 7g 


x. (1.9-6),0.9— 7) 式 得 到 了 证 明 . 

由 此 可 知 :着 直角 坐标 系 变 换 为 曲线 坐标 系 , 则 置换 符号 eu Let CREE 
角 上 坐标 系 中 的 张 量 } 变 换 为 E,、E”, 称 为 置换 张 量 .由 (1.2 一 8) 式 及 
{1.9 一 6) 式 可 知 


[eg ijk = 123,231,312 
eu] -Ys M ik = 321.213.132 (1.9- 13) 
0 当 pk 中 任意 二 个 指标 相同 


贞 此 相似, 由 (1.2 一 中式 及 (1.9 - atu] c d a B 4 4) S0 3G ET. 
£ 


1 
= - HV Ü, 
rri 


三 、 置 换 张 量 与 克 罗 欠 克 符 号 的 关系 


€ 和 ”具有 普遍 张 量 的 性 质 ,把 有 1.2 中 用 es 、e” 表 示 的 式 子 转 
SUR C,.€" EmUBEIG.9-6),0L9- 7) ], MA E o UE 
fik BTE ARE SS y S PURGE R A PE. h (1.2 - 9bp)s n3 48 

Gt Ln. E Ld. (1.9- 14) 
5 ERA, 
gc ot va a, (1.9- 15) 
由 (1.9 一 6}、(1.9 一 7} 式 可 得 
EU EC EL (1.9—-16) 
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将 上 式 代入 (1.2- 10) 一 (1.2- 13) 式 ,可 得 以 下 的 E ~ 8 ŽAR: 
各 全 


nn Om th 
(1.9— 17) 
EEC = 人 一 (1.9— 18) 
cCU"Cc,. -2À (1.9— 19) 
和 ”后 = 和 (1.9— 20) 


(1.2 一 14) 式 变换 成 
aE mE = 6a = arala, c, cm (1.9-21) 


四 、 二 维 空间 的 置换 张 量 


弹性 力学 中 ,很 多 问题 是 二 维 的 .如 平 而 应力、 平面 应 变 问 题 ,它们 由 
平面 坐标 x , x” 来 描述 .在 薄 壳 理论 中 ,和 需 用 曲面 上 的 一 维 众 标 x! oz 
来 描述 .对 任何 二 维 空间 ,可 以 看 作 是 一 般 三 维 空间 的 子 空间 , 即 在 二 维 
坐标 r^ 之 外 ,加 上 第 三 个 坐标 x ,并 使 第 三 个 坐标 的 基 矢 量 g, 等 于 单 
位 天 量 i ,其 方向 垂直 于 基 炙 量 g .这 样 ,g,, = gg 0,gs 二 1, 基 本 度 
量 张 量 的 行列 式 为 


i — Sua 0 


g=|ga E85 0|= (1.9-22) 
0 0 1 
在 置换 张 量 的 每 个 不 为 零 的 分 量 E ,中 ,下 标 之 一 必须 是 3. 通 过 特 
环 置换 ,总 可 以 使 指标 上 一 3, 于 是 i,; 的 范围 就 限制 让 1,2 中 .这 样 ,可 
以 引入 一 个 二 维 置换 张 量 E ,， 


Cue uat (1.9—-23) 
由 上 式 得 
Eque E d. €u-7/g--€, (1.9 —24) 
道 变 分 量 是 
CHor uET (1.9-25) 
HERI 
E= g?=0, gno l=- g” (1.9- 26) 
Vg 


和 前 耐用 SE, 、€E “展开 三 阶 行 询 式 一 样 ,可 用 、E ”展开 二 阶 行 
列 式 .有 区 公式 列 册 如 下 ,读者 可 自已 证明. 对 于 二 阶 行 别 式 


a Áo €ÓÓÓÓ€ÓÓ— ————————— e —M 
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ai 4j 
BEP 
FALE AG: 
üt p= ad) (1.9-27) 
aE 2g c" (1.9 - 28) 
2a = aja$ € SC (1.9 - 29) 
置换 张 量 的 积 为 
EE = (1.9 — 30) 
CEE (1.9- 31) 
CHE ud (1.9— 32) 


$81.10. Hi FJLSKSR 


前 已 善 重 指出 ,在 曲线 坐标 系 中 LEUR RT BERE AR E Bt 53 pe sk 
量 的 意义 以 及 它们 的 变换 法 则 的 区 别 .但 是 如 果 所 讨论 的 问题 采用 直角 
治标 描述 , 则 张 量 的 递 变 与 协 变 的 区 别 消失 .为 加 以 说 明 , 设 z^ u^ Le 
g Qm 是 两 个 直 和 前 坐标 系 , 它 们 之 间 的 变换 方程 为 


T —azcta (1.10—1) 
AP a' 为 常数 ,ww 是 沿 坐 标 轴 与 方向 的 单位 矢 居间 夹 角 的 方向 余 
NEST 
ai —cos (z, z) (1.10~2) 
例如 el = cos (z^ , 2/2. (1.10 - 1) 式 的 道 变换 方程 为 
z-gago-b (1.10 3) 
Am 
B. — cos (z, F ) (1.10 - 4) 
由 {1.10 一 2)、(1.10 一 4) 式 可 以 看 出 
a -B (1.10 — 5) 
k 
Ti. =a = Sr (1.10 - 6) 


因此 ,$1.8 PE E SK BERI IAE SK B 0 e BRA eI 55 D 91 E AX . 
可 见 ,着 有 所 讨论 的 问题 仅 限 于 直角 坐标 系 , 则 可 以 把 所 有 张 量 的 指标 
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写成 下 标 . 此 张 量 称 为 笛 卡 儿 (Cartesian) 张 量 或 直角 坐标 张 量 . 
在 近代 许多 弹 件 力 符 、 连 续 介 质 旋 学 的 书籍 中 ,采用 笛 卡 儿 张 量 作为 
书写 方程 的 一 种 方便 的 \ 简 洁 的 方式 ,也 称 为 下 标记 号 法 . 


$1.11. 舌 量 乘积 的 张 量 表示 


本 上 节 讨 论 用 张 基 形式 表达 曲线 坐标 系 中 矢 昌 的 乘积 . 
一 、 矢量 的 标量 积 


应 用 (1.6 一 10) 式 ,两 个 矢 苹 uo BL ECL RT RAI 
utu -(wg)'(og)- wv, "FF 二 Wve - up, 
(1.11- 1) 
UT EX S B,SBkPSÉSEmRESEESXOEX-Y ry ty t 
cay DRAMA. H, uto 也 可 表示 为 
HiU = ud = ug = u'vg, (1.11 -2) 


二 、 天 量 的 天 是 积 


于 讨论 基 矢 量 的 矢量 积 , 在 直角 坐标 系 中 ,单位 基 汞 基 ah h PiE 
意 两 个 的 矢量 积 为 
i Xi, = epi, (isjsk=1,2,3) (1.11-3) 
AP ijk Æ 1,2,3 的 循环 排列 .在 直角 坐标 系 中 ,8 ap BUR Do 
其 上 或 六 . 若 拒 上 式 中 的 基 矢 量 写成 g 或 g, 则 上 式 可 写成 
B,.* Eg,= eng 
在 直角 坐标 系 中 ,es = & , .这 样 ,上 式 可 写成 
gXg-Cyg (1.114) 
这 个 方程 是 用 普遍 张 朋 形式 表示 的 , 它 不 仅 在 直 骨 坐标 系 中 成 立 , 在 
其 他 坐标 系 中 也 成 立 .( 这 是 张 量 方程 的 最 重要 的 性质 ,本 书 在 以 后 
将 对 此 加 以 论证 .) 如 果 基 矢量 按 g ,8 ,8 的 次 序 组 成 右手 系 参 照 标 
架 , 则 人 《1.11 40 AX P gig, Hg, x8 这 三 者 也 组 成 右手 系 .和 
(1.11 一 4) 式 相似 ， 


g xg —€g, (1.11 — 5) 


D SERRE (AFRE EAA, A RERA TUE 
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上 式 也 是 普遍 成 立 的 . 
现 讨论 任意 两 个 矢量 A.B 的 矢量 积 . 
C=AxXB=(AMg)X(Bg)- A'E € ag" = Cg 


(1.11 — 6) 

式 中 
C, - A'B'€ ,, (1.11- 7) 

D 

C-AXB-Ag' X Bg — AB, € *g, — Cg, (1.11 - 8) 

式 中 
C-AB c"? (1.11 - 9) 
KR CB EGETAREXBSBÉ.OxuHARRHCUsk5i8ST0d 

HH ; 


C'A- CA NAB CA S A'BA'e fg (1.11-10) 
LIGUE SEUK E A,B HA KARAITI EREL. - 
9%a 式 让 -由 于 这 个 行列 式 中 有 两 行 相等 ,都 其 矢量 4 的 分 量 , 因 此 这 个 行 
PRS FO. HEEN CRA 正 交 .同样 可 证 明 CC 和 吾 正 交 . 这 样 ,Ce 的 
方向 垂直 于 4 .8B 所 在 的 面 , 失 量 ALBLC 组 成 右手 系 ,如 图 1-6 所 民 。 
ART CCS A x BÜBEAGPSE-EDI ARE A OB 为 邻近 的 学 行 四 边 形 的 
向 积 . 这 在 天 量 代数 中 有 证 明 ,这 里 不 重复 . 
RER -AMAER MIG. ARI dr .ds 为 邻 边 的 平行 四 边 形 
[ÉizG dA (图 1- 了 7) 为 


dA =dr X ds =dr'ds € 8 (1.11 — 11) 
C B 
VON 
图 1-6 图 1-7 


或 
dA, -dr'di €, (1.11 — 12) 

这 样 ,以 dr .ds 的 邻 过 的 平行 四 边 形 面 元 的 大 小 和 方向 用 矢量 dA 表示 . 
ACRI X — TMERRE. TERME 已 点 的 力 正 对 于 另 一 点 口 
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的 力 怎 等 于 力 的 作用 点 己 的 矢 径 r= 


OP) 与 力 矢量 下 的 矢量 积 . 矢 径 的 始点 和 i 
矩 心 重合 (图 .1 - 8) ,力矩 为 , " 
M-rXF-rF € ug OTT Jr 
(1.11 - 13) i Ug 
或 d 
M,-rF€Cua (1.11714) : 
E 1-8 
三 、 矢 量 的 混合 积 
矢量 的 混合 积 4 x B:C 可 用 下 式 计 
算 ， 
AX B-C- AF € ,g'* Cg, - AB'C'€ , 6 SABE g 
(1.11- 15) 


先 量 的 混合 积 是 个 标量 .由 点 积 的 定义 和 图 1-9 丰 
AXB:C- AXB]*|Clcos £ 


上 式 必 以 矢量 A.B.C 为 楼 的 平行 六 面体 (图 L-9)8] $1 ,因此 ,可 


以 写成 以 下 的 形式 : 

V=ABCE,=AxXB:C (1.11 - 16) 
当 交 换 乘积 A x BC 中 的 任何 两 个 因子 时 ,必须 交换 EE ,中 相应 的 下 
by ,例如 


AXCB=A'CB E -ABCE,=-V 
由 些 可知 TR EP d d fe AT, EARRA, ee AT EC (E e E UU] pn E 
TUS AES. 
1 FI EHE Ap AL, RT ELTE EUER db EDAD T3 ZEE ER. H 
(1.11 - 4): (1.9  13)5X 04 


nt 
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gi*g»— CEng gg 
这 样 ,可 得 
gX g'g Vg ENVE (1.11 - 17) 
EE d; eTA ER E pol A: RAS, Mic Lr MES xi" MESS 
(1.11 - 5X & (1.9 - 13) 式 可 得 
a XE (1.11~ 18) 
Jg 
nj HS BERI om oo. X6 dr .ds dt 为 楼 的 体 元 , 按 
(1.11 一 16)? 式 可 穹 成 
dV=drXds'dt=dr dsdi E, (1.11 — 19) 
访 蛋 元 如 图 1-10 所 示 . 


例 1 HERRERA EN: 
AX(BXC)-(A*-C)B- (A: B)C. 
证 明 ^ AX(BXC)-AX(BRg, X Cg) 
| -Ax(BC'€ yg) 
-Ag X(B'C € g) 
—- ABC Eng Xg ABCE LE™S, 
| = AB'C (878; Sg, 
= A,C'B^g, - A,B'C"g,, 
| | -(A*C)B-(A:B)C  (1.11-20) 
WBEBJHISIRS T C1.9—- 18), AX CB X ORAZ Á RUFI — BU REIR. 


"SH 
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E 题 
1， 验 证 下 列 各 式 : 
(a) && -3 (b) ee™ 76 
(c) e, A'A' —0 (d) N& -& 


(e) "e, —5, 8 XE 
"EI EU EXUETUETS ET SEE LI dE: EE. NES 
面 极 坐 标的 分 量 为 x —r,r-—8.(8 01.2 HD) 


万 1.2 图 


3. KE SR Rr Sr r —- o s -0XEI- SENA E ,基本 度量 张 量 .对 
偶 基 矢量 .相伴 度量 张 量 的 表示 式 (1.7 i12—(1.7-18). 


4. 验证 线 瑟 (dr ,0,0) 的 长 度 是 Vg de ATO, dr ,0 的 长 度 昆 
v Ri: [dr | * 
5. £r (dz! .0,0) 与 钱 元 10,dz: 0) 2 [8] Bd Je fe oy ê- MF RH: 


cos a = Biz 


提示 ;上 先 计算 钱 元 在 直 节 坐标 系 的 分 量 .然后 运用 在 碍 角 兴 标 系 中 计算 两 拓 量 之 
fa] 3e f8 i A X. 
6. f£ ei B TEOEAEBESE ESI CL.6 - 6) 
n D" 
E 
Am D" = 在 行列 式 g PER gs BLU T5R 
gola l 
并 写 出 上 式 中 D" 的 具体 表示 式 . 
(HY (Ci) 
g= 
0 — (ixj) 
gt = rgy GARD 


is 
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E 题 "OT x 
g =n 41 天门 
ggg 《不 求 和 ) 
R. WEH: 
s Cug (1.6 — 12? 
V VEn (1.6- 110) 
9. 证 明 : 
- Jð Azi 363 ar 
gà EP dg gut Ek Jz = eVe 
po Ia a Ek | SU 
dg do åg dz" "" 
AP g 一 |g,|. 


10. 推导 关于 二 阶 行列 式 的 公式 {1 .9-27) - (1.9 - 29). 
' 证明: 曲线 坐标 系 是 正 交 坐 标 系 的 必要 和 充分 的 条 件 是 :在 整个 域内 名 一 0 
G7. 

12. EB] :g *g —C ug eg Xg - € "e. RE UEREgS3g xpi 
Xon Wig gu gang x go. WU 


[ggg (gi (ES 75 gv 


[an 
-一 


"'e'gg'l-(g,ghxg)--l- 


Vg 
13. DAR 0G ds; = go de^ H ds, = pdr? IS AB HRE £1 00 12 FÉ ELTE LER 
dA, —.ds,Xds,|-|g, x galdr dr 
ur. 
dA, = y (gg dz de’ 
作为 -RER KE gdr Fg, dr 29 45 3R ICE f LEETE e RI EO dA! 的 
EFE 
dA, (gg drd G ÆRA, IFAR) 
请 证 明 上 式 . 
14. 3-538 12 题 ,证 明 体 苑 的 体积 为 
dV =dsi'dsa X ds; = [gi gig; dr dr’ dz? -y gdr de ^ die? 

式 中 ds, — gu dz! ds; — gdz” sds; — gu dz. 
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第 二 章 张 量 代数 


$2.1. 张 量 的 加 法 (减法 ) 


两 个 同 阶 , 同 变异 (结构) 的 张 量 可 以 相 加 (或 相 减 ), 张 量 相 加 (或 相 
减 ) 是 相 加 (或 相 减 ) 其 同名 的 分 量 . 

设 A 、B' Ek E , 

号 (2.1-1) 

也 是 张 量 .可 以 证 明 , A^. . B^, fH On CE 89 56 E — T E Ep p] A5 RIS E SK 
*. 

邻 证 明 如 下 . AER RD t TETRIEE BR S 03 — LB AR SWR 
A, B RA PEU AERE. 


ri OT dre c 
dry dx dr” 

= T L TB’, x) 

Jr ar QT d 


A5.) 


Bal) 
将 上 两 式 相 加 得 
A'.(z)* Bz) 


"Eu dr 9dr 
322592354 0) * BG] 


ERREA, Gr) B, (xz)) 是 张 量 , 它 与 AL Ba RA LAE BOR A 1 
WAR EH A .8 是 同 阶 间 变异 的 张 量 , 记 为 CaM 


ur op Ui eX us 


dr aT oz" 
由 此 证 明 ,两 个 同 阶 . 同 变异 的 张 量 相 加 (或 相 碱 ) ,其 结果 是 一 个 同 阶 同 
变异 的 新 张 量 ((2.1 DR). 


| 82.2 ”对称 张 量 .反对 称 张 量 


—. 对称 张 量 
一 般 来 说 ,C, 关 CG, .但 在 以 前 和 以 后 的 讨论 中 都 可 看 到 ,对 于 许多 张 
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$2.3 HAKR. Ex sm 1335 


LE M PO OEEUESE S 


C 6, (2.2-1) 

iX FÉ B SE E BRA EDS ERE REL IDEE, CU 4 Fe — EDSE E, A EL iA 
足以 下 的 关系 式 ; 

C= (3 2-2) 


例如 , AEREE gw 和 相伴 上 度量 张 量 g“ 都 是 对 称 张 量 , 见 
(1 .5 一 4) 式 和 (1.6- 3a) 式 . 

对 称 张 量 的 对 称 性 质 在 坐标 变换 时 是 不 变 的 . 即 张 基 在 某 个 坐标 系 
中 是 对 称 的 , 则 在 容许 变换 的 任何 其 他 坐标 系 x' 中 ,这 个 张 量 也 是 对 
称 的 . 今 证 明 如 下 ， 

EE UP E. 

d; rr Jq 

C G)- CH 55:85 

根据 定义 (2.2-2) 式 ,C2 = C" , 则 上 式 显然 给 出 了 
C'(x)-C'(x) 


C^ (x) = C"(x)— 


二 , 反对 称 张 量 
若 张 量 C, 满足 以 下 关系 式 : 
C,-7-C, (2.2-3) 
则 称 C, 为 二 阶 反对 称 张 量 .反对 称 张 量 也 称 为 斜 对 称 张 量 . RE, Ch, 
是 二 阶 反 对 称 张 量 , 若 它们 满足 以 下 关系 式 : 
C= =" (2,2-4) 
BOSEPERSK ER B ISP BRE MG 4S pE A Er E BR T di AE a TT AR ES Hh E 
明 ,读者 可 作为 练习 . 
例如 ,二 维 置 换 张 量 €E ”= - E*, 因 此 是 反对 称 张 量 . 
三 维 空间 的 反对 称 张 量 C, ,由 于 反对 称 性 质 [(2.2- 3) 式 ] ,必然 有 
Cj, 7 Cn 7 Ca=0. 因 此 ,二 阶 反 对称 张 量 C, 实际 上 只 有 三 个 独立 分 量 ， 
即 Cu =- Cas Ca =- Cas Ca = -Co 正好 和 一 个 估量 所 具有 的 独立 
分 量 煞 一 样 .每 一 个 芭 对 称 张 量 0, 都 可 以 通过 置换 张 量 与 某 一 矢量 ww 
由 以 于 的 关系 式 联 结 ， 


WIC Em, w=-iCE (3-5 
必 称 为 反对 称 张 量 C, 的 反 侦 和 量 . 它 的 分 量 是 
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0M - 第 二 章 张 量 代 数 
"T = H dem u (s) E 
u P Ta M Ca je 
E eii. ye m (2.2-6) 
C? 与, 亦 如 此 . 
三 、 二 阶 张 量 的 分 解 
任何 一 个 一 般 二 阶 张 量 C, 前 可 以 分 解 成 :个 对 称 张 量 和 一 个 反对 
称 张 量 之 和 , 即 
C, = A, * B, (2.2-7) 
式 中 
A, 7 1C, + (7 A, (2.2-8) 


1 
B, ze ul 3G, -C,)2-B, (22-9) 
显然 ,根据 [(2.2- DX 0(2.2 — 3)3& 1, A, CURIE E, B, 是 反对 称 张 
E. 
四 、 高 阶 张 量 的 对 称 和 反对 称 
| 高 阶 张 量 可 以 是 关于 一 对 下 标 ( 或 上 标 } 对 称 或 反对 称 .例如 置换 张 
HC ,根据 定义 [(1.9 一 13) 式 ], 它 关于 任 一 对 下 标 是 反对 称 的 : 
Ec eus eo c Eu Eu eu 
| 轮换 张 量 E** 也 如 此 . 


kji 


$2.3 张 量 的 乘法 


| 两 个 瑟 量 的 外 积 是 将 它们 的 分 量 相 潍 ,这 样 的 运算 产生 一 个 新 张 最， 
其 阶 数 是 相 屁 两 张 量 的 阶 数 之 和 . 
设 A,、B" 是 张 量 , 则 外 积 
| Cj" = AE" (2.3-1) 
也 是 张 量 , 今 证 明 恕 下: 设 坐标 系 r ERER RA ERU NIA, 
B" 分别 按 以 下 法 则 变换 : 
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$2.4 PH. AH "35. 


将 上 二 式 等 号 两 则 分 别 相 乘 , 则 

Jri Itig” 
IT Ar ar 
可 风量 A, tx)B'(.r) 服 从 张 最 的 变换 法 则 .将 该 量 写成 C, G WER 
可 表示 为 


A, Gc) B" (x)= 


A (xr)IB' (x) 


Ar’ Ir IE” 24 
Jz ar 3a! 77" 
由 此 证 明 : 张 量 A, LB" BAME C,” RM TE ERR ER EE dE — PERLE 
阶 数 是 相 乘 的 两 张 量 的 阶 数 之 和 ,这 个 张 量 的 变异 已 出 其 指 标 表 明 ， 

对 仔 何 阶 与 变异 的 张 量 都 可 以 进行 琵 法 运算 . 兰 一 个 张 量 是 由 几 个 
张 量 连 乘 的 乘积 , 则 乘积 线 量 中 指标 排列 的 次 序 由 连 乘 张 量 的 排列 次 序 
绚 定 .因此 , 张 量 的 胶 法 是 不 可 交换 的 .例如 , 张 量 Cio = ALB STE CU, 
= BA, 是 不 柑 等 的 ,因为 指标 的 次 序 不 同 . 

F 4 是 对 称 张 量 , 史 是 反对 称 张 其 ,可 以 很 容易 证 明 ,它们 的 乘积 
$F 0, R 


Ci" (元 ) = 


A,B" -0 (2.3-2) 
应 用 这 个 结论 ,由 于 置换 张 量 是 关于 任 一 对 指标 的 反对 称 张 量 ,因此 
它 与 任何 一 个 二 阶 对 称 张 量 A, REEF O, p 
€"A,-0 (# A,=A,) (2.3-3) 
同 理 
€ ,A"-0 (E A" - A") 
张 量 代数 不 定义 通常 意义 下 : 张 量 被 另 一 张 量 所 除 的 除法 ， 


$2.4 WF ARN 


在 混合 张 量 中 ,使 一 个 上 标 和 一 个 下 标 相等 ,然后 按 求 和 约定 求 和 ， 
这 样 的 运算 , 称 为 缩 并 .每 一 缩 并 ,得 出 一 个 新 张 量 , 比 原 张 量 降 两 阶 . 

设 4 是 一 个 四 阶 混合 张 量 . 作 缩 并 运算 , 则 A = B,. 今 证 明 如 
下 : 当 坐 标 系 zx' 作 容许 变换 成 新 坐标 系 时 ,A'% 按 以 下 法 则 变换 ， 
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ovis: 与 & 相等 ,可 得 


Ai, (z)- 


dr arl ðr da) 
ELA" t) 
Jr I Ir df 


or dr Arar 


A? Gr) 


dr Or! IT IT 
drx'dza 


EXER 


ESEESE 
e 


Jata) 


ERR: A o RAMA ABI, CIRA ZEHE EHI I E i DUE A 


此 可 以 写成 B, .这 样 ， 


B,(z)- 


Jr ar 
gy oy 7 


由 此 可 知 ,混合 张 量 A 经 过 缩 并 A 成 为 二 阶 张 量 B,. 
上 面 只 是 以 四 阶 混合 张 量 为 例 论证 缩 并 运算 ,但 缩 并 运算 可 以 应 用 
于 任意 阶 混合 张 量 . 若 缩 并 的 结果 ,不 再 存在 自由 指标 , 则 得 出 标量 


请 法 ,得 到 的 张 量 称 为 该 两 张 量 的 内 积 .如 


还 可 将 滋 法 和 缩 并 结 台 起 来 巷 成 新 张 量 ,这 种 运算 称 为 两 张 量 的 内 


“ a m 
eu un A aD 


现在 应 当 明 了 , HA PERIKE MH SUE RAE A R — 


对 于 直角 坐标 张 量 ,全 部 指标 都 写成 下 标 , 这 时 , 缩 并 是 令 两 个 下 标 


定 是 一 个 上 标 和 一 个 下 标 . 


相等 并 求 和 ， 


$2.5 张 量 指标 的 提升 和 下 降 


运用 度量 张 量 赂 或 gg, 可 以 提升 或 下 降 高 阶 张 量 的 指标 .这 与 
$1.6 中 的 (1.6- 11) 式 和 {1.6- 12) 忒 给 出 的 矢量 指标 的 下 降 与 握 升 的 


方法 是 相同 的 . 


AŽ, 一 有 n (2.5-1) 


APREA ERENER ERRE. EFE A A 


点 .又 如 
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$2.6 H 法 M 。 37 ， 


AL SRTA, (2.5-2) 

应 当 注 意 , 一 般 情况 下 ,(2.5~1) 式 和 {2.5 一 2) 式 中 的 混合 张 量 A 5 
4 不 一 定 相同 . 重 复 上 述 步 骤 , 可 以 提升 两 个 指标 : 

A" 2 g'"g" Aa BP AL. x g" AP. (2.5-3) 

应 用 (2.5-3) 式 可 以 证 时, 苦 A ERE A d do AER ox 

PHRI T, AS = AL ,这 时 , 指 祭 的 相对 位 置 是 无 关 紧 昌 的 ,可 以 将 它们 简 


单 地 写作 A. 
二 、 TEJER 
运用 gu PILA FEHER. Pla 
A" E Br AT 
A, t= = gpm A 
Ay mE BAI E Bim p= Eiman AT (2.5 B 4) 


按照 二 述 方 法 ,可 以 看 出 LET] FE A TRA” ,然后 再 重新 下 降 指 标 ， 
Hg R8 s oe se 

总 之 ,下 降 一 个 指标 ,需要 用 一 个 因子 go; 提升 一 个 指标 ,需要 用 -- 
个 因子 g". 

通过 拱 升 指标 或 下 降 指 标 而 得 到 的 张 量 称 为 相 们 张 最 .例如 gu Lo" 
5 人 是 相伴 张 量 . 

给 定 上 度量 张 量 分 量 的 空间 称 为 度量 空间 .在 度量 空间 , 张 基 可 以 用 它 
的 任 一 种 变 江 形式 的 分 量 的 集合 来 表示 .一 个 张 量 的 协 变 分 量 UA) i 
或 沦 全 分 昌 是 同一 个 张 晶 的 不 同 变异 形式 的 分 量 ， 

Tid $2.4 联系 起 来 可 以 看 出 , 张 量 指标 的 提升 和 下 降 , 就 是 该 

5 f; BE Hes SERIE ,然后 按 - 双 指 标 进 行 争 并 ,中 该 张 量 与 度量 张 量 的 
内 积 . 


$2.6 商 法 M 


商法 则 十 用 于 判断 函数 的 集合 是 不 是 张 量 的 比较 简便 的 方法 . 设 
AG DOR 如 个 是 数 的 集合 ,指标 £o 的 范围 旺 1.2.…,m IR TER 
BERGA. G OAZE EA m8 US A RC, PIDE AR EC RET 
须 道 过 变换 法 划 来 判断 .但 南 法 则 提供 了 号 一 个 较 简便 的 判断 方法 , 即 具 
要 知道 Atz 72) 与 一 任意 张 量 的 乘积 的 性 质 . 便 能 判断 A(i,j, 点 ) 是 不 
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是 张 量 ， 

例如 总 (xz) 是 任意 一 阶 张 量 (矢量 ), 若 乘积 AC j BOE Od fetu p 
RADE AA ALL Cx WE GL EE: 

ALP j BË = A 
便 可 判断 ACG j kE tE HIERA A Cr). SERE ED FL E F 
A(Cp.j, k) £ J& A', (zx) 形式 的 张 量 ,车 坐标 系 r ERTE EA 
z, 
ACD jib) (E) =A (E) = EEN (a) 
xy dx 


sog L A Cons SE a 


但 gc zd ,将 这 个 式 子 代 人 上 式 等 号 的 右边 ,并 移 项 得 


dr I or 
Ir Ar or 


EU Ja fe A(g.r,s)l£'(z)-0 
e E CE RC— BTSK it AEEA 9 rp B US 0. 这样 ， 


Jg a 
AUP d. M)-3 LT 3 


这 正 是 形式 为 An) HEE — 1 
上 面 的 例子 的 模式 可 以 推广 ,以 证 明 下 面 的 定理 . 
Al iha ,i,) 是 变量 为 r BORSE ELLE (x7) 是 一 任意 矢量 ， 


BRR AG, i OEE T AUC “(x7) 形 式 的 张 量 , 则 集合 AC, 


DET p 


— Alg, r,s) 


| i2 "2.) 是 一 个 张 量 ,其 形式 为 Ad Ur) gum p Furor. 


用 于 判断 一 阶 张 量 、 一 阶 张 量 的 商法 则 是 以 下 几 个 定 : 理 和 推论 ,读者 
可 自行 证 明 , 方 法 与 上 和 例 相同 ， 
定理 1 没 & 是 一 任意 协 变 矢量 ,市 &A' 是 标量 ， 
| £A'2£A' 
1 AEFKE. 
定理 2 设 总 是 一 任意 协 变 矢 时, 而 B = A'i EERE, A” 
是 二 阶 道 变 张 量 . 
| 推论 若 扣 .有 是 任意 的 协 变 矢量 ,而 A Ep ERE, N A" 是 二 阶 道 
变 张 量 . 


Ro soo|dj ER OODORERALLLLLLAL LLL 
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$2.7 张 最 的 物理 分 量 r 


定理 3 E BRARIEEZCEAdÉ,.P A CE 是 标量 , 则 A, + A 是 二 阶 
DX 
8 4, 是 对 称 的 , 4, = A ,而 ALPE 是 标量 , 则 A, 是 二 阶 协 变 张 量 、 
例如 ,出 (1.5 一 3) 式 得 
ds? = gu dx dz" 
等 叶 左 边 是 标量 ;dx 是 道 变 矢量 ;gw 是 对 称 的 1(1.5- 5037] MAER 
3 可 知 gw E ERK. 


$2.7 SÉ mÜgDIPRA TE 


一 、 —Ersk 8 RE HARNA 


任何 -个 -- 阶 张 量 (矢量 ) ,可 以 用 它 的 张 量 分 量 表 示 为 VY vig, 
—- eg Lt1.6 一 10) 式 ] 在 曲线 坐标 系 中 , 基 矢 量 g 和 通常 并 不 是 单位 
估量 ,它们 的 大 小 是 
Ig Ie g,. Ig |=Yg”(r 椒 求 和 ) 
ERE g Alg 可 以 有 莉 网 , 调 且 各 个 基 矢 量 (或 对 借 基 矢量 ) 的 量 岗 可 以 
各 不 相同 .例如 ,在 圆柱 坐标 系 中 |g | = |g;| =1, 志 量 岗 ,而 |g,| x, 
有 量 网 ,因此 ,在 曲线 坐标 系 中 ,矢量 的 各 个 首 寞 分 明 ( 或 各 个 协 变 分 晤 ) 
^ EUH BIS I S RE RET. 


若 将 (1.6-9) 式 和 (1.6- 100 X b Act Y 的 分 时 写成 下 式 : 


3 
¥ = 2; ELA (2.7—1) 


或 
了 F 
V= S ug" -E— (2.7-2) 
r-1 um 


WAF g JE Rug | Vu 二 单位 矢量 , 则 各 个 分 最 v SELM vg 
| (r 不 求 和 ) 与 矢量 V 有 相同 的 物理 晤 网. DU IG on p, E ViA 

AT a] ea TRDEN AR g I ERAR A v Vg E 
河 单 位 矢量 g /V8 方向 分 解 的 分 量 ,g VT ARARE. 
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DAT MP vg” (r RRM) 

TARE Y 的 物 韩 分量 .在 坐标 变换 时 ,矢量 的 物理 分 量 不 服从 张 量 的 
变换 法 则 ,因此 不 是 张 量 分 量 . 物 理 分 量 以 符号 vU ou SELECT 
KEHE v lv, .在 曲线 坐标 系 中 ,pt 和 vw,, 的 方向 和 大 小 一 般 不 相同 ， 
人 在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,它们 相同 . 

在 工程 应 册 时 , 常 选 拌 单位 矢量 g, M8 作为 基 矢 量 , 以 e, RRE 
的 方向 与 坐标 曲线 x" 相 切 . 这 样 ,矢量 V a ULIS e, 75 In] CETT VU LIÉ H 
则 分 解 , 即 


V=v'"e, (2.7-3) 
式 中 
e, = nc (2.7 —4) 
Err 
u= E pr (2.7—5) 


必须 注意 ,一 个 物理 量 的 张 量 分 量 是 以 一 个 特定 的 曲线 坐标 系 作 参 
考 的 ,它们 下 以 具有 .也 可 以 不 具有 相同 的 物理 量 纲 ,一 般 是 具有 不 同 的 
物理 量 网 .这 种 情况 的 出 现 ,是 为 了 可 以 有 选择 任意 的 量 作为 曲线 坐标 的 
月 由 ,这 是 个 很 大 的 方便 .例如 在 三 维 空 间 的 球 堂 标 系 中 ,一 点 的 位 置 由 
一 个 长 度 和 两 个 角度 来 定 .在 这 种 情况 下 ,必须 区 别 张 量 分 量 和 物理 分 
*& ,后 者 必 有 相同 的 物理 基 网 的 . 


ACRI CE UR g, /8 这 样 的 符号 ,指标 > 在 下 标 /上 标 出 现 
两 次 ,但 它们 下 出 加 了 “~ -", 这 表示 rr 不 是 直角 坐标 张 量 的 求 和 指标 ， 
JE |V RER g. fe 的 大 小 .本 书 以 后 凡 出 现 g, /ge ,其 意义 均 
与 此 相同 . 

二 、 高 阶 张 量 的 物理 分 量 


一 阶 张 量 ( 矢 量 ) 的 物理 分 量 的 定义 ,可 以 推 到 高 阶 张 量 , 但 高 阶 张 
量 的 物理 分 量 更 复杂 .本 书 将 在 第 二 篇 结合 应 力 张 量 , 谋 变 张 量 来 讨论 二 
阶 张 量 的 物理 分 明 . 


joo 


1. 证 明 : 一 个 张 量 若 对 于 它 的 某 两 个 下 标 ( 或 上 标 ) 反 对 称 , 则 当 举 标 变换 时 , 张 


ampio EI UM PC CE MCEEC C CES CEDNKIEMOA a IC EU ICI E cmi L pim CU MERCEDE INDICI A a ER 
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习 HH - 41 ， 


最 对 于 该 两 个 指标 的 反对 称 性 不 变 . 
2. 证 时: 一 个 对 称 张 量 SURE -个 反对 称 张 量 ww, 的 乘积 恒 等 于 1 
3. WH, 
C"UA EA =D 
ERF. A AT 都 是 对 称 张 量 . 
4. WEB : 张 量 w = C uu d OW POE Pu E TRE. 
5. iEHH p A" R— ROME FESECEE L0) 7; 
w EA 
ES E - - E dE 
A" LE 
6. DA A, FEXEESSE Rr oR ur LA" EXERCERE. 
7, WHAE $2.6 中 的 定理 | ~ 定理 3. 
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将 仿 导 数 的 概念 推广 ,建立 协 变 导数 的 慨 念 , 使 得 一 个 张 量 的 协 变 导 
数 是 五 一 个 张 量 ,这 是 张 量 分 析 发 展 中 最 和 草 归 的 里 程 碑 , 张 量 的 协 变 导 数 
AE REESE S. 


$3.1. 基 拓 量 的 偏 导 数 与 殉 里 斯 托 费 尔 符号 


求 一 个 天 量 的 导数 ,必须 对 它 的 各 个 分 量 与 茶 矢 量 乘积 之 和 求 导 : 
av 
dr 


-V,-(Vg),-V'g t Vg, (3.1-1a) 


=(Vg) = Vg + Vg, (3.1- 15) 
上 式 中 的 *," 导 表示 倘 导 数 ,本 书 以 后 均 采 用 此 沁 法 . 
(3.1 - 14),(3. 1 - IDA PUB HE IE. e RUNI e Ae e e ET LER AE 
bic PLORA p, Ag. P BOT XIETI Ei. 
~, TULIP 


WARRE A-D] 


9 fag, Pr, 
5a 3p ES | NN CX 
RETER hi g XI box dy ep RA EE do RT LH RU AEG 
ERE g RERE erem. 
g =D E (3.1-2) 


式 中 Deg Wg Jrielyr RPSL Eg tg ILIA Bt 
从 它们 的 意 交 可 以 理解 ,为 什么 rM BEL o. 个 指标 , 若 
| 用 胃 -~ 基 先 量 点 节 (3.1 一 2) 式 ,就 得 到 


Bi Bi = Tug gi = Td = TT, (3.1— 3a) 
gg = Tg rg = To = (3.1 — 3b) 


D, EROS 88 — 28 v I Nr JE SIR (Christoffel) fF S ; D 称 为 第 二 类 克 里 斯 托 
费 尔 符号 .(3.1 -2) 式 或 (3.1 -3) 式 都 可 以 作为 克 里 斯 托 费 尔 符 号 的 
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二 、 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 性 质 及 其 计算 
(—) 友 旦 斯 托 费 尔 符 续 不 是 张 量 (这 个 问题 留 符 后 面 证 明 ) ,但 它 的 
第 三 个 指标 可 以 像 张 量 分 量 的 指标 -- 样 提升 或 下 降 .这 可 以 证 明 如 下 LH 
8 或 引 点 滋 (3.1-2) 式 中 的 第 二 部 分 和 第 三 部 分 , 订 得 
pu el 1 (3.1 4a) 
和 
Ig mar (3.1— 4b) 
Rift 3x ESOS (3.1 -DARA CIR Wi T Tr i 和 ; 是 不 适用 的 . 
(二 ) 克明 斯 托 费 尔 符号 对 前 两 个 指标 是 对 称 的 .这 可 证 明 如 下 ,由 
(1.4 一 4] 式 得 


E. (a) 
将 上 式 对 如 求 导 ,得 
Bas Tata E. (3.195) 
因此 ,由 上 式 及 (3.1 一 2) 式 可 得 
Dg 一 Dug 4 Dg, E: Lg 
以 各 和 在 分 别 点 乘 上 面 左 . 右 隔 式 后 ,得 
Dd r =T; (3.1-6) 
(三 ) 殉 里 斯 托 费 尔 符号 可 按 以 下 公式 计算 .由 (1.5 一 2) 式 得 
BEBE 
将 上 上 式 对 R, oig 
Eua TESTE; T Bi Es 
KIHIG.1- 3225 8 
Esa a dub (3.17) 


将 上 式 的 指标 E 进行 轮换 ,分 别 写 击 名 ,人 加， 并 利用 (3.1 -6) 式 ， 
可 得 


I EE Pij Eya (b) 
I, up Iu = Tn (c) 
Pat Uu T Eii (d) 


MK Ce) CO ZUBIM E (b) , 便 得 到 关系 式 : 


EMEREEEEEEEEEEE i ..rl1LLLLL Lm————————————Ó—————À MV = 
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(we HIE E RES 
ZI Bu. r F g,,, = Ek (3.1 — 8a) 


由 {3.1 一 4b) 式 可 得 
2r B 2g D = E UEa um £54) (3.1 — 8b} 
Ti HERGKXE A E ELA HEEG. -8a bAt RTT AREA IS 
里 斯 托 费 尔 符 号 .由 此 可 知 , 克 里 斯 托 费 尔 符号 也 是 坐标 系 的 才 何 特性 . 
由 于 直角 举 标 系 的 g, 是 常数 ,所 以 在 直角 坐标 系 中 ， 
T= T=0 
(V) 况 里 斯 托 费 尔 符号 不 是 张 量 , 今 证 明 如 下 ， 
HEMER r 作 窑 许 变 换 成 新 坐标 系 .+' 时 ,基本 度量 张 景 gy 按 下 式 


变换 : 
Em 一 ES 可 we (e) 
将 上 式 对 "dej uS 
dBm da Oa Dg, dr y 3y år J'y) 
óz* daoz Ar dr | dr di" Te Fm 


HERRIE man 轮换 ,可 得 下 个 类 似 的 方程 ,将 这 两 个 方程 相间 , 
减 去 上 面 的 方程 ,并 除 以 2, 适 当 变 换 哑 指标 ,可 得 


fused pe 
上 式 表明 当 坐 标 变换 时 26 — 38 su HC RUR E D. 如 何 变换 . 
道 变 度量 张 量 的 变换 法 则 是 
将 方程 (3,1-9) 式 的 两 边 内 乘 以 (0D 式 的 随 边 ,化 简 后 ,得 
dr Oy dz Fyr 
rax az" Oa Dyrda" 


EARUM, ETRE BRE SERTEE TS 如 何 变换 .由 (3.1- 
S) RIO. L— 10} 式 可 以 看 出 , 克 里 斯 托 痪 尔 符 号 不 是 张 最. 


Z, HAERE g' 的 偏 导数 g'， 
H.S- DEAE 


(3.1-9) 


T DST, (x) 


(3.1 - 10) 


EE 一 
将 上 式 对 x*3k F ,得 


e e UL Eoi 
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$3.2. 正 变 曲线 江 标 系 的 克 里 斯 托 纺 尔 符 电 * 45 


BR t£ Cg,-0 


六 此 
peg — -ga'g = — 

变换 上 式 指 标 , 得 

BR L 
将 上 式 两 边 莱 以 g, 

(gg og = - Tg 

利用 (1.6- 16) 式 ,得 

g,--FP,g (3.1 11) 


$3.2 EX HM ZA Es RAMENE 


s ELTE RRI S RYE T od £x bn IRURE PE DL. 现 将 圆柱 坐标 系 、 妹 坐 
标 系 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 以 及 正光 曲线 坐标 系 的 克 蛙 斯 托 费 尔 符 导 的 一 
AR SAU 


—. IE SE Rl £R S d 


B51.7 A 
g'-lg.. ggg 
£5 gugags = (HH H,H,Y 


EE LU r 18s; " | 1198, 
ds p a m US Jus? Hi 05 ne 
D,-700io jj) (3.2-1) 
ji as d ?8,, "E 
二 
2 IEEE 3 a " 
Dip WE) D/-0GE) (313-3) 


二 、 圆柱 坐标 系 (图 1 — 4) 
由 上 1.7 知 圆柱 坐标 系 的 gy 和 gr* 以 结 阵 形式 列 出 是 


1 0 0 
0 (xl) 0 
0 0 1/ 


(gu) 二 


Es Ee 
36. zh 16-18. http:;//vib.hit.edu.cn/vibbbs 
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1 0 0 
(g")-|0 1/(z) 0 
0 0 1 
让 (3.,1 一 8a} 式 得 
Dosqgusw e Jürg 
所 有 其 他 的 D, =0 (3.2-3) 


由 (3.1 一 4b) 式 得 
Tul Dale. PRSE T= = 


所 有 其 他 的 I-O (3.2—4) 
三 、 球 坐标 系 ! 图 1 一 5) 

1 ( 0 

(Eu) = 0 (zy ( 
Ü 0 (x'sin x?) 
Í 0 0 

(gg)= 0 1/Azr') 0 
0 0 l/(xsin x^»? 


由 (3.1- 8a) 式 及 (3.1 一 4b) 式 得 


Da--Da4-z, Pis 7 - y, = x (sin x^) 

Fa = D = (x )Ysinzcs zr, 

所 有 其 他 的 Pon =0 (3.2-5) 
I5--x', T= -x (sin z’), Ph-[$6zl/a! 
I5, = — sin x cos z’, I5, = cot x? 

所 有 其 他 的 Dy -0 (3.2-6) 


$3.3 矢量 的 协 变 导 数 


一 、 求 矢量 的 偏 导数 
现在 回 到 求 矢量 的 篇 导数 [(3.1 一 1a) 式 ]. 利 用 (3.1 一 2) 式 得 
V, = vg, + v Tg, 
变换 最 后 一 项 中 两 个 哑 指 标的 字符 , 便 可 以 提出 公 因 子 g, ,于 是 
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$3.3 ES dE E SE 04955 
V ,={v, t vI)g; 7 v lg, {3.3-1} 
式 中 
v ],2w, + v T, (3:32) 


CERE VIT BAS gr E). EX n] UUB Lv l, 
ARE V mW) g rib ip E v 对 于 .x 的 篇 导数 是 不 辐 的 ,它们 差 一 项 
,应 当 认 清 这 二 者 的 差别 .vw |, 称 为 道 变 秋 量 普 的 协 变 导 数 ， 

利用 (3.1- 11) 式 , 则 众人 3.1- tb) 起 可 得 与 (3.3- 1) 式 类 似 的 表达 
A: 

有 一 vg mue e v,I*5)g = qu hg (3.3-3) 
由 此 得 到 协 蛮 和 失 量 v, APETI v, LL ER RR LAT 

$5 V (3.3-4) 

和 上 上 面 措 出 的 一 样 应当 注意 v, 5 o 932390. 

必须 指出 ,在 直角 坐标 系 中 ,gs =5,, 由 (3.1 一 8a.b}) 式 可 知 ,这 时 
D,- D, =. 因此 ,在 直角 举 标 系 中 , 协 变 导数 和 普 道 偏 导数 之 间 没 有 区 
5l. 


—. &B v 的 微分 


WRIG.3-1).(3.3-2) 5 480(3.3- 3),(3.3 一 4) 式 这 两 对 方程 ,可 
以 号 出 矢量 V 的 微分 ,这 种 微分 形式 在 建立 物理 系统 的 微分 方程 时 是 有 
用 的 . 当 矢 量 V (a ) 从 一 点 zz 沿 着 分 量 为 dr 的 矢 元 移动 到 橙 邻 的 一 点 
v tdr if AARE V(r AEA AV =V dr ,于 是 得 

dV= V dr — v | gdz (3.3 — 5a) 
或 
dV-V.,dz-vlgdr (3.3 - 5b) 


三 、 为 什么 2 1; 和 wm ; 称 为 协 变 导数 , 协 变 导数 是 不 是 张 量 
HERR x' 作 容许 变换 成 新 坐标 系 ' ,矢量 了 用 它 在 z 中 的 分 量 


ERA 
Vovg 
上 式 对 zR, 
du, . dg, 
一 B deno m ers s 
H dy" “Ox” Ü | af 


另 一 方面 ,用 微分 的 链 式 法 则 ,可 得 


aa 
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Vn — Va — =y |g 
AT X 
使 上 述 二 方程 的 右边 相等 ,得 


vla = v, lg 25s (3.3- 6) 
HERE 多 的 变换 会 式 
NER d 
E: 7348 
A S GE (3.3 6): 8 S B pio Lar fg 
8r 3a 


dod 


更 换 指标 ,上 式 可 写成 

dad 
dom 
X 3€ E Tc A RENE , v | ,服从 二 阶 协 变 张 量 的 变换 法 则 ,因此 v, | 是 二 
阶 协 变 张 量 . 求 导 的 指标 j 服从 张 量 的 协 变 分 量 的 变换 法 则 ,所 以 称 为 协 
变 导 数 . 

同样 可 以 证 明 > |, 是 二 阶 混合 张 量 . 求 导 的 指标 ; 是 协 变 指标 ， 

由 此 可 知 ,一 阶 张 量 ( 矢 量 ) 的 协 变 导数 是 另 一 个 张 量 , 它 比 原来 的 张 
景 高 一 阶 , 增 加 一 个 协 变 指 标 . 

由 此 可 以 推论 , 协 变 导数 的 指标 可 以 提升 和 下 降 , 即 

v, Mae v, |* 7 v |g” (3.3-8) 


四 、 标 是 少 的 偏 异 数 


v|,-v 


(3:357) 


标量 函数 $CUD x 的 偏 导数 是 


J$ — 
da B Pi 
坐标 系 x' 作 容许 变换 成 <', 则 
> a$ 3428; x 
"cag agas 553p OM) 
上 式 表明 $ ,有 跟 矢 量 的 协 变 分 量 一 样 变换 .这 样 ,可 以 把 中 ,写成 
$.,-9l, (3.3 — 10) 


因此 ,对 于 标量 函数 $ 来 说 ,普通 偏 导数 和 协 变 导数 是 恒 等 的 .由 于 e, 
是 天 量 的 分 量 , 它 们 确定 一 个 矢量 


NN A 
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u = $|.g —grad $ (3.3-11) 


它 是 标量 函数 Pr ) 的 梯度 矢量 ,梯度 矢量 度量 标量 场 的 变化 率 , 它 指向 
标量 场 $ 变化 最 大 的 方向 .这 个 问题 将 在 $3.6 进步 讨论 . 


83.4 高 阶 张 量 的 协 变 导数 


一 、 二 阶 张 量 的 协 变 导 数 


用 两 个 矢量 w' ,vw 内 乘 一 个 张 量 A, 得 到 -个 标量 多 : 
$— A, uv 
上 式 对 于 六 求 导 ,并 利用 (3.3-2) 式 ,可 得 
$p TAg V t A sv + A wv, 
= A uv + Aqu! |,v + A.u'vi |, - 
A u Dv = A.u'vIy (a) 
AE X 
A, | u v A, Lu v! - Aqu v, - A uv TT, (b) 
则 根据 (3.3- 1005X CO UR HF EL 
$l = (Aww), 
- A, | ,u v * A,u' lv +t Aw |, (3.4-1) 
改变 三 指标 的 字符 ,fp) 式 可 以 写成 
As | uv —(A,, mI. - AJ) u'v (c) 
ERE 
Aj |, £A, 4, 7 ADS Aj, (3.4—2) 
时 ,(c) 式 对 某 个 A, MARE u, o 是 成 立 的 . (3.4 - 2) 式 就 是 二 阶 张 
量 的 协 变 导数 A, | ,的 定义 . 
定义 肉 变 导数 A, |, 时 并 没有 和 假定 张 量 A, 是 对 称 的 ,这 一 点 很 重要 
| 当 A, 取 丰 ,时 ,这 个 定义 也 上 成立. 


用 类 似 的 方法 ,可 以 定 头 : 
A', | 5A a t ALD, 7 AUD, (3.4- 3) 


A! EA ves IVA (3.4—4) 
A" | , 22 A?, *- A"T*, - A"TY, (3.4 - 5) 
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二 、 高 阶 张 量 的 协 变 导数 


类 似 {3.4 一 2) 一 (3.4 一 5) 式 的 定义 对 高 于 二 阶 的 张 量 也 成 立 . 设 张 
量 41 .2 是 一 个 户 阶 道 变 9 阶 苏 变 的 ( 声 + qOETSECHE M 


0 二 二 
Ji um n 41 "EE RE Ik 


Anag TaT Ape Tha TT 
a UP. (3.4-6) 
这 个 协 变 导 数 是 pE + DREE +ga + OMKE. 
一 个 张 量 的 苏 变 导数 是 另 一 个 张 量 , 它 比 原来 的 张 量 高 一 阶 ,增加 一 
个 协 变 指标 . 
Z, 里 痛 (Rieei} 定 理 


gyl,7g'l,-0 
WEB]  Hi(3.4-2) &(3.1— 4a) 式 ， 
E; n T Eyak” gua a Bal 
= gar Lay Ts 
BG.1- 7) RD ESAE T 0,0 IE 
Ei |, 70 (3.4— 7) 
[n] EF n] LAER 
g'|,-0 (3.4-8) 
由 此 证 明了 度量 张 量 的 协 变 导 数 等 于 0. 因 此 ,在 求 协 变 导 数 的 过 程 
中 ERKE g, 和 g" 就 像 是 常数 ,可 以 自由 地 把 它们 移 到 协 变 导数 算 符 
之 外 或 之 内 .例如 : 
(vg, 9], = vU TA 一 0, la 


: M (3.4—-9) 
(ve) = ulag = l 


四 、 求 导数 的 乘积 定律 适用 于 协 变 导数 
车 


B (G.4- 6) 
Cia | p= (s 十 PE x m Pei 一 PC 


UEESSEZEECRING ML M ME MM IC ME MU EMEN METUENTES IL EMEN MC EE CU m ECCE UERSUM EEERSOnNINL 
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$3.5 WEE "51° 
ix HE 
(A'B, e A BE A'B,,, * TAB, T AT „Ba T AT B, 


rr jk 
由 此 可 知 ， 
(A'Ba)i, = A' | r B, + A'B | r 


五 、 一 个 微分 公式 
通过 微分 ,可 以 证 明 一 个 非常 有 用 的 公式 : 


5s (In Vg) = TI (3.4— 10) 
式 中 
g=ig, l 
这 条 定理 的 证 明 留 给 读者 作 鸭 习题 . 
$3.5 KE JA 


张 量 的 解析 定义 [8$1.8) 显 示 了 张 量 的 最 重要 的 性 质 : 若 基 张 重 的 全 
部 分 量 在 一 个 坐标 系 中 等 于 0, 则 在 容许 变换 的 其 他 任何 坐标 系 中 ,该 张 
重 的 全 部 分 量 也 等 于 0. 由 于 同类 型 的 张 量 的 和 、 差 仍 是 同类 现 的 张 重 ， 
由 此 可 以 推论 ,车 一 个 张 量 方 程 在 某 一 个 坐标 系 中 成 立 , 则 在 容许 变换 的 
所 有 其 他 竺 标 系 中 ,这 个 方程 也 成 立 , 亦 即 张 量 方程 的 形式 具有 不 变性 ， 

要 使 张 量 方程 有 意义 , 则 方程 中 的 各 项 必须 是 同 阶 的 . 同 变异 的 、 自 
由 指标 也 相同 的 张 量 .例如 形式 为 

C,B" = R,S""T,.U* 

的 张 量 方程 在 坐标 系 x' 中 成 立 , 它 有 一 个 自由 下 标 eI B a Ese, 
因此 它 表示 3x 329 个 分 量 方程 . 当 所 有 的 量 都 集中 到 等 号 左边 时 ,这 个 


方程 的 形式 是 
A (x)20 
HERR 立 作 容许 变换 到 另 一 个 坐标 系 云 时 ,方程 中 的 量 ACC RA 
FEWER. 
Kekira AC i dx oz 
A, (m =A (x 3g 


A…“ 是 全 部 为 0 的 各 项 之 和 ,因此 
Aj" (x )-20 


“iit 
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这 证 明了 在 一 个 上 华 标 系 中 成 立 的 任 SEU: H8. 3E 03 — Aj APUL 
就 给 人 们 提供 了 一 种 在 数学 物理 中 建立 方程 的 十 分 有 力 的 方法 . 
例如 , 若 某 个 张 量 关系 在 直角 坐标 系 中 被 证 明 是 成 立 的 , 则 在 容许 变换 的 
任何 曲线 华 标 系 中 也 成 立 .因此 ,要 建立 一 个 方程 (表示 一 个 物理 事实 , 便 
如 平衡 条 件 、 能 量 守 但 等 ), 只 需 在 直角 坐标 系 中 建立 (这 是 比较 容易 的 )， 
并 且 以 普遍 张 量 的 形式 表示 , 则 在 容许 变换 的 任何 曲线 坐标 系 中 ,这 个 张 
量 方程 也 成 立 
作为 上 述 特性 的 一 个 应 用 , 今 讨论 张 量 的 高 阶 协 变 导数 , 设 4? 表示 
一 张 量 , 今 考虑 它 的 二 阶 协 变 导 数 A4 | ,. 先 在 直角 坐标 系 中 描述 张 量 
A% 的 二 阶 协 变 导数 .在 直角 坐标 系 中 , 克 里 斯 托 费 尔 符号 全 部 为 0, 一 个 
张 量 的 协 倒 学 数 转变 为 普通 偏 导数 ,而 普通 偏 导 数 与 求 早 的 次 序 无 关 , 只 
要 它们 是 连续 的 , 即 
A cx ZA o 
因此 ,在 直角 坐标 系 中 , 张 量 方 得 
Ag. = AL |,, (3.5- 1) 
成 立 , 只 要 它 的 每 个 分 量 是 连续 的 . 
根据 张 量 方程 的 特性 ,上 述 方程 在 容许 变换 的 任何 曲线 坐标 系 都 成 
立 . 这 表明 张 量 的 高 阶 协 变 导数 在 欧 儿 里 得 空间 中 与 求 导 次 序 无 关 . 
男 一 个 应 用 是 证 明 里 奇 定理 ;基本 度 星 张 量 g SAREEK E g'i 
协 变 导数 等 于 0. 
gsli=0, — g'l-0 (3.5-2) 
这 个 定理 在 $3.4 中 已 证 明 ,现在 利用 张 重 方程 的 不 变性 来 证 明 此 定理 . 
由 于 g, |, 和 eg” |; 是 张 量 ,因此 ,只 要 能 指出 (3,5 - 2) 式 在 某 个 特定 
的 坐标 系 中 成 立 , 则 里 奇 定理 的 止 确 性 侯 能 成 立 . 在 直角 坐标 系 中 
g,-8,, g'-8" 
因此 
Zya 50, gi=0 
在 直角 坐标 系 中 , 售 导 数 和 协 变 导数 恒 等 , 所 以 
gula =0, g'l,-0 
它们 是 张 量 方程 ,因此 可 以 推广 到 容许 变换 的 任何 曲线 坐标 系 . 
同样 ,还 可 以 证 明 置换 张 量 € ,,, 怠 的 协 变 导数 等 于 人 0, 即 
Euge, e| 20 (3.5-3) 
Fi dt— 2E 36 a a A EL fa e rb Rr R R LE 


ie 二 人 tt 
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SK E RAS DU A TE , E E E E H ftbi Lr. 
(D 英 在 直角 坐标 系 中 建立 了 下 面 的 方程 : 


nc o 二 
tt 0 
g J 2 
ys + Us d 十 到 = (3.5-4) 
"ES dy dz Y 
zj ) a 
UP NALE A M 
dy dy dz D / 


XE A SUPE GEI BRIDE nr 8 EAR 8 4.2 中 将 作 详 细 讨 沦 . 
D 应 用 求 和 约定 ,将 上 述 方程 写成 指标 形式 ， 


ga, a 

2*7 F,-0 (3.5— 5) 
D 提升 或 下 降 指 标 ,使 求 和 指标 一 上 一 下 LB dest E RH L8 

2g aped (3.5 — 62) 

dr 

LAE NN (3.5 - 6b) 

ns 


O 将 直角 坐标 系 改 为 曲线 坐标 系 .这 时 ,将 方程 中 的 偏 导数 改 为 协 
这 导数 ,将 方程 小 的 直角 坐标 系 的 特殊 张 量 8, ,8" ,es Le Ar Blk Ou di R 
坐标 系 中 相应 的 特殊 张 量 g, ,gr ,5 ,,E*. 这 样 ,方程 (3,5 一 6) 便 改 为 


c" |,*F-0 (3.5— 7a) 
或 

a |, +F, -0 (3.5— 7b) 
方程 (3.5 -TEA ERE 00 28 E EF EE R AIR CPUS R, A 
此 ,有 广泛 的 适用 性 . 


$3.6 BE BJE. EE 


如 果 对 于 坐标 x ERE DX BER 中 的 每 一 点 P(x') 可 以 一 一 对 
应 地 给 定 张 量 分 其 的 值 , 则 这 个 区 域 构成 一 个 张 呈 场 .例如 : 

Tr 35 7] 167 2] BRUCH ES GE 16 EE E S RR ; 

JR Bt 5g BEREDTE — rdc RR, 

BEBE RISE S BN. 
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本 节 讨 论 对 构成 场 的 张 量 所 进行 的 张 量 分 析 运 算 . 这些 运算 公式 用 
张 量 形式 表示 . 


一 、 标量 场 的 梯度 、 哈 密 顿 (Hamilton}) 算 子 


在 33.3 中 已 讨论 过 标量 场 $xz') 的 梯度 , 它 的 表示 式 是 
grad$ $ | ,gp 
由 于 3.3 一 10) 式 ,上 式 可 写成 


grad$=8' 2o G ap 


dz 
上 式 可 以 解释 为 grad#$ 是 某 个 算 子 Y 对 $ 进行 运算 , 即 
grad =V $ 
这 个 算 子 V 称 为 哈密 顿 算 子 ,定义 为 
A 
= (3.6-1) 
这 样 
9 
grad? = v $= [s s mta (3.6-2) 
x 


ERMAT VE Em Ai nabla)? del. 
在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,V 算 子 可 用 单位 基 失 量 e 表示 .由 (1.7-5)、 
{1.7 一 6) 和 (1.7 一 3) 式 人 可知 


g= 求 和 ) 
V Er 
Ki, vlr T4 Y 
3 
yes V 和“ (3.6-3) 
2 EE 
gradé RETRED, MBOE A EERE $ OIBPE SON 
él. 
2., EHRE 


矢量 场 A 的 散 度 divA 3E XN 
divA =v- A mg sug) g gA a 


-A'|, 2 ———,Q/ gA*) (3.6 - 4) 


"T 
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工 式 中 的 最 后 一 个 等 式 可 推导 如 下 ,在 推导 中 利用 了 (3.4 - 100 X. 


34- a J 
A! IL =a e nian cA, e an Lang) 


= (3.6-5) 


矢量 场 的 散 度 是 一 个 标量 场 . 
应 当 注意 ,哈密 顿 算 子 是 一 个 矢 性 微分 算 子 , 它 的 “分 量 "jx 是 和 


量 的 协 变 分 量 . V 算 子 有 矢量 的 基 些 性 质 , 但 不 具备 矢量 的 全 部 性 质 , 国 
为 它 是 算 子 .例如 V'4 是 一 个 标量 ( 称 为 矢量 场 4 的 散 度 ), 然 而 AV 


A' 5: ,这 是 个 标量 微分 算 子 . 从 这 个 意义 来 说 ,Y 算 子 与 矢量 点 溢出 
不 具有 可 交换 人 性. 

三 、 矢量 场 的 旋 度 

矢量 场 4 的 族 度 定义 为 


9 
curlá =VX A= 8 了 x CA,g!) 


-g XgA,|, 7 €'"A,|,g, (3.6-6) 


矢量 场 的 旋 度 是 一 个 矢 基 场 ,以 wW 表示 , 则 
W = curlA = w"g, (3.6-7) 


w"-€A| (3.6 - 8) 
EU Et w” 是 矢量 A, 的 旋 度 ;矢量 AL HREF |; 是 个 二 阶 张 量 . 族 
度 是 与 这 个 张 量 的 反对 称 部 分 联系 着 的 矢量 , 见 $2.2 中 的 讨论 . 


P. 标量 场 由 的 梯度 的 散 度 . 拉 普 拉 斯 1Lapiace} 算 子 


标 基 场 上 的 梯度 的 散 度 定义 为 
div(grad$)::V-(v $)evtà 
式 中 V” 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 .由 (3.6- DATA 
_f ua 
-[e25], 


3 
| v$-e egt ogg 
(3.6—9) 


dg Jr : 


k 


k 


1 2 "EE m 
E EE 
上 式 在 推导 中 应 用 了 里 奇 定理 和 (3.6- 41 式 . 
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五 、 贺 柱 坐 标 系 . 球 坐标 系 和 正 交 曲线 坐标 系 中 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 


和 拉 普 拉 斯 算 子 的 表示 式 
在 这 些 表示 式 中 ,采用 单位 基 矢 量 e = - 坚 .和 矢量 的 物理 分 量 A@ 
Vm 
= A ga. 


(一 ) 圆柱 坐标 系 (7r ,8,z)( 图 17 42 


1 2 3 
x =r, z=, —z 


由 $1.7 可 知 
i= np hL gu=l/e =(x)=r’ 
g.—7g =0 (rxs), g-(xlyzp 
由 (3.2 一 2) 式 得 
pepe phieg!e us 
NH r 
其 余 的 Is -0 
单位 矢量 ， a= RRR 
E kk 


用 (3.6 一 2)~(3.6-4).(3.6-6).(3.6-9) 式 得 


2$ , 2 : 3 
radé — —j;9g = g" -— g, = > ut b 
g JE S 9,5 eu E Ey B ek Ëk 


3$ 1af 2$ 
Tar D e 

L8$ 18$ 94 

re vag t as suse 


TE 
3 
1 3 AC 

aA EE Is | 

2. VE 

1 3 2AP 3 
= 去 | 去 Lass. 32 uei ! AQ 

J (2) (3) 

-L d (xtA) + 12A JA 


(3.6- 1i) 
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curl A = € "A, gn , TE BHEE R P ,此 式 可 表示 为 
| y? cur à AU 
Cir Å = go n Bun ew 
m,n Je Jz" i M Enn mnm 
1 r24% -XGA AT) JAU 2A" 
eiut aam, ut aet) 
83^ Er 3 dx dx 
1 pe p 
P" dx dr e: 
1 aA 3A” g AO BAS 
rb dr E x [er E or drl A jet 
13(z AU) 1 m 
E e, 


: Recmu ct 
! dr r' Or’ 


(3.6 —12) 


P$ .L9R, 1 d$ , sj 
rx (a Yarar Irar 

2 了 È 
-了 + 上 + Hl (3.6 — 13) 
fr (3.6 - 11) (3.6 - 12) 式 的 最 后 一 个 表示 式 中 ,用 AL LALLA dOR IKE 
的 物理 分 量 AV Ti AM 

(二) ERAS E Cr p 0)CÉL 1— 5) 


e 2 3 _ 
X rg —e.x 9 


"E Ü 2 : ` 3 x 
z —rs5m pcos Ü, z' — rsin psin Ü, z' — reos o 


z I 1 , 
En` 8 "-l.£n7—m^r,BHs5--—w-—rsing 
B £ 


gu= g" -0 (kÆIL) 
_ 4 .2 
g-r' sine 
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l l .= D 2 1 
Dó72-—r,D4-7-rsin iurc 
2 = 
Ta= ~ Sn cos g, D--, D3-—cot 9 
其 余 的 D,-0 
下 面 的 表 责 式 中 采用 单位 基 矢 量 e , e, ,es 和 矢量 的 物理 分 量 A,，, A,， 
A,. 
Er. 12$ 1 ağ B 
Bde le ER gan od Ea (3.6— 14) 
nono dx 33 I 1 23A, 
div Á Mr A,) 十 rn As sin Q)* rsin o 38. 
(3.6 — 15) 
curl = l pa ( A; sin jet te 
rsin gldg ^? STAR 
1 3A, 19 
E o 3g "Tr (CAS) 
A a 
p 3; QA) 一 Tg E; (3.6 — 16) 


vic Lies). l IEEE 1 2$ 


rr dr r^sin pIe risin p38? 
(3.6 — 17} 
(三 ) IEAE HE £X A pg 58 
and T. m" 
B ——. 8 -8 Ei 8T En£»o»Zs 
Bii 
Lin Q^ 
m a$ 1 3$ 1 23$ 
grad? = A- 5,1! rwr 2 十 Toa 
(3.6-18) 


1 d 
div A sla“ En ga AU) T 


u 人 


a Bagn AT J jy Eua A9)| 


(3.6— 19) 
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83.7. 高 斯 .斯 托 克 斯 积分 定理 - 89 - 
curlA = [= — íy gs A )7 à a En A?) lert 
y Engs E: 
=: ( E A)- ga A9) e 
7 3v Eu v 
V E3381 dx 
1 p mmt o Pd 
一 下 EnA pes "Er gui A ) e, 
V BiiEz dx 
(3.6 — 20) 
y= 1 V EnEn 0$ 
um Ox gu az r 
d |y Eas Ru 28 Janas Lud 
Za EE gx E JEn Ty 
(3.6 - 21) 


83.7. 高 斯 .斯 托 克 斯 积分 定理 


高 斯 (Gauss) 定 理 、 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 理 在 场 论 中 有 重要 的 作用 ,高 
斯 定理 建立 了 空间 域 的 三 重 积分 与 其 边界 面 上 的 曲面 积分 之 间 的 关系 . 
斯 托 克 斯 定理 把 曲面 上 的 曲面 积分 和 它 的 边界 明 线 上 的 曲线 积分 联系 起 
来 .在 高 等 数学 教程 中 已 有 高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 公式 的 推导 ( 见 四 川 大 学 
高 等 数学 教研 组 编 ,《 高 等 数学 》, 第 二 册 , 人 民 教 育 出 版 社 ) .本 节 直 接 引 
用 这 些 定理 的 矢量 表示 式 , 只 讨论 如 何 将 它们 表 丰 成 张 量 形 式 ， 


一 、 高 斯 定理 


设 空间 域 V 的 边界 曲面 S 是 光滑 的 闭 曲 面 .矢量 耳 数 ww 在 V 及 5S 
上 共有 一 阶 连 续 偏 导数 ,S 上 的 面 元 dA 的 方向 为 外 法 向 . 则 


| divadV = d udi (3.7-1) 
v 5 
这 是 高 斯 定理 的 矢量 表示 形式 . 
由 {3.6 一 4} 式 得 
divu = u |, (a) 


dV-dr dy dr €, (b) 


由 (1.11 -1921 
将 (a)、(b) 式 代入 (3.7 -1) 式 并 根据 标量 积 的 张 量 表 示 式 


D io VVVDDÓÓOÓ XXX s 4i. 000 
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(1.11 一 1) ,可 得 高 斯 定理 的 张 量 表示 形式 为 
| v |, € ,dr'dsdé = d u'dA, (3.7-2) 
v 5 


(3.7 - 2) Ui n ELLE OS EIC u 通过 闭 曲 面 S 的 通 量 ,在 流体 力学 
中 ,wu 是 流体 的 速度 场 , 则 这 个 积分 就 是 单位 时 间 内 流体 由 内 流出 闭 曲 面 
S 的 流量 ,上 嵌 斯 定理 也 称 为 散 度 定理 ， 


二 、 斯 托 克 斯 定理 
EG ERA 的 边界 为 光滑 闭 曲 线 C, 矢 量 明 数 u TARAC 上 有 一 
阶 连续 俩 导数 , 则 
urds=| curlu dA (3.7-3) 
"EA A 


AP ds 是 边界 曲线 C 工 的 线 元 类 晶 Ld WA I6] EERE SIE YE SE. f] , BD 38 
Ait ds 的 正方 向 行走 时 ,曲面 A 恒 在 其 左边 (图 3 一 1).(3,7 一 3}) 式 是 斯 
托 克 斯 定理 的 矢量 表示 式 . 


culu E KEH, IE W Gs B(3.6- 7).(.6 - 884 


curlu = W = wg, (c) 

w =E um lc (d) 

TR dé bn b EA SERE S OLL1L 7 D) SEE GDGEICA (3.7 - 3258 8TH. 
斯 托 克 斯 定理 的 张 量 表示 式 ， 


d udar’ - | C "y, 
C A 


(3.7 一 4) 式 左 端的 积分 称 为 矢量 u RC 的 环 量 . 


dA, (3.7 - 4) 
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$3.8 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 重 "él: 
三 、 平 面 格林 定理 
让 用 (3.6-4) 式 及 (1.11~ 1) 式 , 散 度 定理 在 直角 坐标 系 中 , 取 如 下 
的 形式 : 
| T f u,dA; (3. - 5a) 
Vv 5 
或 
| u, dV = f un dA (3.7 — 5b) 
v 5 


AP n AET dA 的 单位 外 法 炙 . 
获 度 定理 (3.7 一 5) 的 二 维 表示 式 称 为 平面 格林 (Green) 定 理 : 
(Ju, u, 
| tra j dzy 
LP. u= u (zz e talz z)e;é— T HEX H, C E r -z E 
面 上 面积 A WAAR HZ, n 是 曲线 C 上 线 元 ds 的 单位 外 法 矢 ,m = 
nie tae, WA3-2. 


dA = 中 (un, t u,n,)ds (3.7- 6) 
AC 


$3.8 F-m HUUHERURSEER 


—,. RE- TENH SUR Riemann - Christoffel) 3 B 


根据 微分 学 的 一 个 定理 ,混合 偏 导数 的 求 导 次 序 是 可 以 交换 的 , 即 
3^ E Fg 


Arl da'sy 


{a) 
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-62> LS ES SE 


这 就 提出 一 个 问题 ;在 什么 条 件 下 ,二 阶 协 变 导 数 的 求 导 次 序 能 够 交换 ? 
好 在 什么 情况 下 ,下 式 能 成 并 ? 
Al, = Aa | 
为 寻求 这 个 同 题 的 答案 , 取 A | ,的 协 变 导 数 (A;|, )|, ,由 
MA (3.8 1) 
得 
(Alla =A; m = (A, M - A, iP g^ Nas 
利用 式 13.8- D, 上 式 化 成 
Arla m Ane Donte Aoa i Ue 
AL Ppa T Ap Pa MILI (3.8 - 2a) 
di BEER LG m , 则 得 
Arla Aka Puak Heda Neal aT 


+l 


km F.H 
ADS 7 A bs 十 ADI, (3.8 B 2b) 
根据 (3.1 一 6) 式 ,(3.8 一 24) 式 和 (3.8~2b) 式 的 最 后 两 项 相同 ;两 式 相 减 


得 
Aslim” Arl m = Aw Aia ATi AT mk 
Ala tA div PNE: 
Auli 十 AD, TAL aTa 
ERTER EREKET VA 26d LER IE ERE XL BE PORE n] 38 e CA TR 
中 有 两 对 相 消 .这 样 ,将 最 后 两 项 中 的 指标 r,s 互 换 后 , 便 得 到 
Ar P -AÁ bs: 一 (ss 和 )JA, 
(3.8 -- 3) 
JP, A, RHE EC EE ,而 (3.8 一 3) 式 堪 端 是 一 个 三 阶 协 变 张 量 .根据 商 
EU, ERA A IU ATHE d rp d Boe ie E d DET SCR. 
人 (3.8 - 4) 
R' a, AE T — EpESE -- Br ERE BS UE Lx SK BEBO SE - 克 里 斯 托 费 
尔 张 量 ,或 称 为 混合 黎 紧 ~ su HL EE SK EE 356 — 5 dE — 克 里 斯 托 
BURKE EH 4, 的 选择 瑟 关 ,并 且 是 由 基 本 度量 线 景 gs 及 其 一 .二 阶 
俩 寻 数 构成 的 .为 了 表明 这 -点 ,有 时 与 成 RUDI .于 是 方程 (3.8- 3) 式 可 
写成 


A PN 7 Alu = Rl mA, (3.8-5) 
由 上 式 可 以 得 出 以 下 定理 : 当 且 仅 当 黎 晶 - 克 里 斯 托 费 尔 线 量 Rn EE 


Sg 
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53.8 狠 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 "63 


FORI, HE TRAER TIRE o Aa. 
03.8 一 引 式 可 以 推广 到 高 阶 张 量 .例如 ,对 于 二 阶 张 量 有 
Ay | mn T An | n AVI TAE (3.8 - 6) 
ETES- 殉 里 斯 托 费 尔 张 量 的 逆 变 指标 ,可 以 定义 一 个 张 量 , 称 为 
D REEL PRU VE SER - yu HEC PEUTOK E ako ARS - SEWER 
HEARKE. 
R pran 7 eu R imn (3.8-7) 
FEG.8 AXIAL ES ,得 
ma o a a 
boala Bll uu es, (3.8-8) 


二 、 获 受 - 克 里 斯 托 费 隶 张 量 的 性 质 


利用 (3.1- 4a) 式 和 (3.1-7) 式 ,(3.8-8) 式 化 为 
R ous = Dan E Is + Pu gs n Ip. (3 ,划一 8a) 
再 利用 (3.1- 8a) 式 和 (3,1 -4b) 式 ,得 


1 
R ppan am VALLIS 十 En ln B Bt, har ) m 
| 


7 E + E ink. ln E E im kn ) 十 


g” (Eol ir = Doug ) 
化 简 , 得 曲率 张 量 Ri 的 表示 式 为 


l 
R simn m 2 Lu + B tm kn B Ein In i Bin kn ) 十 


g` ( utu dul ) (3.8- 9) 
i8 Ex a] A 
Rau = 7 Ram REL) (3.8 — 10a) 
Rumi 7 Rumi mz n) (3.8 — 10b) 
By 7 Eug (3.8 — 10c) 
Runn 十 Rut Rus 0 (3.8 — 10d) 


HEF G.8- 10d) 式 中 的 指标 大 ,可 得 出 与 (3.8 -104d) 式 相似 的 关于 

RE- 殉 里 斯 托 费 尔 张 量 的 等 式 : 
R’ pan t Rina + B’ nm 50 (3.8 - 10e) 
从 (3.8-~ 102) (3.8 - I0b)sS ST UEB, Æ E — 18 m= n LII Ry =0. 


REE 
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由 以 上 关于 Ra 的 性 质 可 知 , Raw 的 全 部 分 昌 中 ,不 等 于 1 的 数值 
不 同 的 分 量 ( 不 分 正 负 号 ) 可 归 为 三 类 : Ra ,Row ,Ri ,其 中 ?rm、n 
各 不 相同 .在 三 维 空间 , Ri 的 不 等 于 0 的 不 同 分 最 是 Roo Ras. 
Eas Eas Raz Ras dE HESS IR] ,不 等 于 0 的 分 虹 足 Rus. 


三 、 关 于 欧 几 里 得 (Foclid) 空 间 


AER ~ 死 里 斯 托 睦 尔 张 量 是 空间 曲率 的 一 种 度量 .在 欧 几 里 得 空间 
中 ,存在 着 g= 的 直角 坐标 系 .在 直角 坐标 系 中 ,了 =0, 因 此 黎 曼 - 
到 里 斯 托 费 尔 张 量 的 分 量 等 于 0. 张 量 在 一 个 坐标 系 中 全 部 分 量 等 于 0， 
则 在 容许 变换 的 其 他 坐标 系 中 都 等 于 0. 这 样 , 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 
FTO E n 维 空间 为 欧 几 里 得 空间 的 必要 和 充分 条 件 . 

者 在 某 个 空间 , 歼 辟 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 不 等 于 0, 则 这 个 空间 是 葵 
膏 空 间 . 在 黎 癌 空间 中 , 协 变 导数 的 求 导 次 序 是 不 可 交 搁 的 . 

二 维 欧 几 里 得 空间 的 最 简单 的 例子 是 平面 .可 展 曲 面 ( 柱 面 LAE ID dth. 
是 二 维 欧 几 里 得 空间 .二 维 欧 几 里 得 空间 的 总 曲率 (高 斯 曲率 } 为 0, 称 为 
“平坦 “Flat) 空 间 . 不 可 展 曲 面 是 二 维 黎 曼 空间 ,二 维 黎 曙 空间 是 “ 言 曲 ” 
《Curved) 空 间 . 这 种 曲面 的 总 曲率 K 不 等 于 0, 它 是 上 天 个 主 曲 率 17R 、 
IRRE CIRS- 克 里 斯 托 费 尔 张 量 有 关 ， 

l 1 
E TET 
Riu [gug - gh ]K 7 gK 

因此 黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 是 空间 西府 的 一 种 度 旺 , 称 为 曲率 张 量 . 

大 多 数 工 程 问题 都 是 欧 几 里 得 空间 的 问题 ,但 是 .]' 程 师 也 常 处 理 非 
欧 几 里 得 空间 的 问题 .例如 弹性 薄 老 理论 是 以 薄 壳 中 面 睡 有 曲 微 分 方程 来 
表示 薄 壳 的 弯曲 特性 的 , 苦 菏 壳 中 而 是 不 可 展 砷 面 , 则 不 可 能 在 这 个 曲面 
上 建立 一 个 坐标 系 使 得 ue. 处 处 为 常数 .因此 这 是 一 个 非 欧 风 里 得 空间 的 
问题 .但 是 ,可 以 将 二 维 非 欧 几 里 得 空间 转变 为 三 维 欧 几 里 得 空间 的 子 空 
加 ,只 需 引 进 gs CR REEL ED L5 g(a=1,2) 正 交 , 这 样 , gi; = gu 
0.g.,— lI. 


83.9 两 点 张 量 场 


一 、 两 点 张 重 
两 点 张 量 的 定义 :在 分 别 描述 物体 变形 后 和 未 变形 状态 的 两 个 坐标 


se 
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系 at X* ORE 8 5.1 详细 讨论 ) 分 别 进行 以 下 的 容许 变换 时 : 


ry Oy) X*'-—X'(X) (3.9 - 1) 
若 一 个 量 Akl EEIE THETS e MK 进行 变换 
ar 9X" 


Ak (z,X)7 An(x, X) (3.9-2) 


ax” ax“ 
则 Ax(r,X) 称 为 两 点 张 量 .这 个 张 景 是 坐标 系 心中 的 点 及 坐标 系 X 中 
的 点 的 区 数 ,因此 称 为 两 点 张 量 . 两 点 张 量 的 指标 也 可 以 都 是 道 变 指 标 ， 
如 A (ZX); 或 两 个 指标 都 是 协 变 指 标 ,如 Au (LX). 


邻 举例 说 明 两 点 张 量 场 . 

例 1 BAF 

称 位 子 定 关 如 下 
gk(x,X)- g'(x): G(X) (3.9-3) 
gi(z.X)-G'OX):g, Cr) (3.9 - 4) 


ELIP gC), Gx CX) or a e i £x Ep Rm X^ DAE Eg (x), 
G^ (X) 分 别 是 二 述 曲线 坐标 系 的 逆 变 基 矢 量 . 移 位 子 尾 两 点 张 量 场 . 
RE & (例如 可 变形 体 中 一 点 的 位 移 和 撩 量 ) 的 TERRE A HOR 

变形 状态 ) , 另 一 闯 在 坐标 系 关中 (变声 后 状态 ) , 则 矢量 号 可 以 沿 记分 解 
成 分 量 ,也 可 以 洛 Gi 分 解 成 分 量 ， 

H= ug, = ur Gx 
x 与 "之 间 的 关系 如 下 .将 ct Essi 

ug, G'- i 6G. "Gr 
ugy =u ik= u" 


把 指标 上 HA KS 


u^ = giu" (3.9— 5a) 
同 理 可 得 

u^ = giu” (3.9 — 5b) 

uk = grih (3.9 - 5c) 

us T FER (3.9- 5d) 


由 此 可 知 :一 个 矢量 在 两 个 坐标 系 x* 和 X* 中 的 分 量 , 通 过 移 位 子 这 个 两 
凡 张 量 而 喜 相 转换 . 若 两 个 坐标 系 是 重合 的 成 平行 的 直角 坐标 系 , 则 gt 
= c.t ut au vu. - uh. BEP TOETI BU ECAS ERR 
PORE uy i HIS. 


"es 
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B2 TERE 
HERR X" 与 x DURBHBERE A = aX"), Kr), ME 


形 梯度 的 定 文 是 
dr JX” 
OS e. af Gam. (3.9-6) 
为 了 说 明 x^. E a SE ERE IR , 按 (3.9 ~- DLEA, BREN pA 
法 则 得 


ar _ azt Iz” OX _ az" art ox" 
aX* Ər”aX 3x" 23x" dr” gx" 
上 | 式 与 (3,9 一 2) 式 的 形式 一 样 ,因此 变形 梯度 是 两 点 张 量 , 对 于 XT, E 


(3.9-7) 


3& dL B o RT. 
AEJE EB BE d XR 0 a e SERA AE. EFE ES BE LE Ad em 
章 进 一步 讨论 . 


二 、 两 点 张 量 场 的 全 协 变 微 分 法 


标量 明 数 $x,X) 是 坐标 x 1j X BUE, Ad e X 以 映射 了 = 
xCX)BRER I $ 的 全 导数 是 
d$ _agdr 3$ 
dX drdX 2X 
这 在 微分 学 中 已 讨论 过 .这 个 法 则 可 以 推广 到 两 点 张 量 声 ,出 于 它 是 张 
量 , 所 以 用 协 皮 导数 的 概念 ;由 于 它 是 两 个 变量 的 晃 数 ,所 以 用 全 导数 的 
慨 念 .因此 , 称 为 两 点 张 量 场 的 全 协 变 微分 法 . 
两 点 张 量 场 的 全 协 变 微分 法 的 定义 : 当 au 52 X" HERE D o zt (XP) 
HKR AARE Aklar, X AS HIE GU E GE LN 


A pP + Ax | rr (3.9-8) 
式 中 
E IAk M oak à E 
Ak m S gyt uw (认为 X [5| XE ) 
È JAk nr ^ r 
| 3; * DAR 【认为 X EE ) 
因此 
3A. JAF E 


作为 例题 ,将 全 协 变 微分 法 (43.9- 9) 式 应 用 于 变形 梯度 z^ CX ,可 得 


ee | 
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EE E: d + g „M à i 
È Th f € vi £ 
(ze 二 JWR Puy" D Tr 


(3.9 — 10) 
4 BRE 3 Ar E R M DAE ht REEL S US , filan 
(ARB; ) 7 Ak vB! + ARBE y (3.9- 11) 
和 和 方程 (3.4 一 7) (3.4-8) FE, ERE SCELERE fr TF PL E EE 
于 0, 即 
Bau T = gk M T Gg, 70 (3.9 — 12) 
出 此 可 知 , 度 量 张 量 和 移 和 位 子 就 像 常 数 一 样 可 以 移 到 全 协 变 微 分 符号 之 
V uk ze pL R 
(grAr ) ,= gkAF, 
("A7 Jen TE'A, a 
J a 


!. RUL: Æ IE E h R pr R P R E EARR DR D 8.271) 一 
(3.3 DÈR. 
2, ORME: WENE RRES Cee M BITES ENG. 3) 和 (3,1 一 10) 式 所 


ed. 
3. HE Vi Cr! = r,s: 一) 的 克 里 斯 托 费 尔 特 号 . 
4. 求证 :图 料 众 标 系 的 克里斯托弗 尔 符 苇 D 和 下 如 {3.2 - 3) 和 (3.2 一 4) 式 所 
d. 
5. 求证 RR RH TE EIE ARS DITS 8R(.2 5980.2. ORAR. 
6. C 
=el 


求证 : (ing) - T5. 
7, GNE HI 


求证 :grad$ = Vg- ge 2 
ar 


divA — V'A- A'|], — G/ gA! ) 


IE 
curlá — Vx A - €""A,l.g. 


HIA: 24 4 bg HE XE ER CRI ERE. 
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8. 3K IE; TE IE 2E HER SE BO HP , gradh, divA cula, V^ $ (3.65 - 18) - (3.6 - 
21 XE. 


9. SK uE : TE BL EE AE AP grdt diva cula, V^ 9 800(3.6— 10) —(3.6- 132 


所 示 .这 些 表 示 式 采用 单位 基 矢 量 e = P5 RUM REIHE AC = A guy 
Ea 


10. 求证 ;在 球 坐 标 系 中 ,grad$ divA ,curlA , V^ $ 31(3.6 - 14) — (3.6 - 1725 
Wm.S LEWA, RARER. 

11. BEA: t Cr ,x r ARR, e EAER OR TE: 

(a) g"$! ,是 标量 场 ; 

(b) fk E ffi ^E fs X og, — 5,, Bk EE e 9 1, HARAT 


(rr, =y a T); 


te) EAE aP URE Hr ,x ,x ARARA ARA a FR: 
ga'r erar? x)|; = 0 
12. 求证 :在 球 堂 标 系 中 ,以 标量 pir, P OD ERR Fr 3E ERU 


Fp 17y 1 Fe, 23g, co $99 
+ + — t + = 
o£] — rap rsin pog 


ü 


rar EET. 


i3. BAA (e'r A TUR NLXCEEUTE EE fb RB AREE RR Ap EC 
满足 直角 坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 
PA FA FA .1 
(Y Grr (ay 


KE EE MEER AP S AR n i a PLAT (xia vr RAIL MER ERA 
g"A' p= 
AP A a EA Gr our ,2 ) 的 二 阶 协 变 导数 . 
14. 求证 :标量 场 Cr or ,.r’ ) 的 拉 普 拉 斯 算 子 为 
„io 
Vip= gyl, dtd 
ds 3r 
15. RHE: HA BOR DE S CO E Hof SC S Ber et. RIT 
($9  3,, — $ + dv, 
(vw) ,= (Vv), - v oo * vel, 
(A,B" )], =A, LB" + A.B" |, 
| 16. 13. — EE EEG — EFE S3 LAVAL 1s. 二 阶 (或 高 阶 ) 张 量 的 高 阶 场 


"Eun DE? 试 举例 说 明 ， 
17. 利用 平面 格林 定理 ,证 明 : 


dg dg 
f [TE + Rou + ya dA = $ Conn, + royn )ds 


AP n — eun, + eony 是 边界 闭 曲 线 C BOR IPIE r LO) ROETEHR SE E. 
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第 二 篇 
弹性 力学 基本 方程 


弹性 力学 是 研究 弹性 固体 在 外 力作 用 下 所 产生 的 应 力 和 变形 的 学 
科 . 弹 性 力学 又 称 弹性 理论 . 

弹性 力学 是 力学 的 一 个 分 支 ,牛顿 力学 的 基本 原理 构成 本 学 科 的 理 
论 体系 的 基础 . 

弹性 力学 引用 两 个 关于 讨论 对 每 (面体 ) 的 性 质 的 基本 假设 . 

l. ERRE ”所谓 连续 性 假设 即 撤 并 物质 的 分 子 结构 ,假设 整个 
物体 的 体积 都 被 组 成 这 个 物体 的 物质 所 充满 ,并 认为 物体 内 任何 一 点 的 
力学 量 (如 应 力 、 位 移 .应变 等 } 都 是 质点 仅 标 的 单 值 连 续 画 数 .这 就 可 以 
引用 场 的 概念 ,如 应 妃 场 .位移 场 ,应变 场 等 . 

2. 完全 弹性 假设 ”完全 弹性 是 指 物体 在 外 力作 用 下 产生 变形 ,外 力 
印 去 后 牺 体 恢复 到 原来 状态 , 设 有 站 余 变形 ;通常 还 假设 在 变形 过 程 中 应 
4) 3 WEAE ER IE EE. 

弹性 力学 的 理论 体系 就 是 建立 在 年 顿 力 学 的 基本 原理 和 人 连续 性 假设 
及 完全 弹性 假设 的 基础 上 . 

此 外 ,经典 弹 性 理论 还 引进 一 些 假设 .如 :(1) 均 多 性 假设 , 即 物体 各 
点 的 弹性 性 质 相同 ;(2) 各 向 同性 假设 , 即 物 体 每 — um) ES) 
性 性 质 相 同 :(3) 小 变形 假设 , 即 略 去 应 变 表 示 式 中 位 移 偏 导数 的 二 次 项 ; 
《41 无 初 应 力 假 设 , 即 不 受 外 力作 用 时 ,物体 内 部 没有 应 力 , 也 没有 应 变 . 
但 这 些 假设 不 是 弹性 力学 理论 体系 的 带 根 本 性 的 假设 . 

企 第 二 篇 中 讨论 弹性 力学 的 基本 理论 一 一 应 力 分 析 ,应 变 分析 .应 
力 一 应 变 关系 和 方程 的 综合 ,重点 放 在 用 普遍 张 量 记 法 推导 漳 性 力学 基 
本 方程 .其 日 的 ,~ 一 地面 是 为 读者 进一步 学 习 弹 性 妃 学 的 专门 问题 和 方法 
打下 理论 基础 ; 另 一 方面 是 使 读者 熟悉 张 量 分 析 的 占用 .由 于 采用 普遍 张 
量 记 法 ,使 得 本 篇 内 容 的 陈述 简洁 ,而 得 出 的 弹性 力学 基本 方程 却 上 共有 普 
JA TE GET T RR ER. 
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$4.1 应 力 张 量 的 概念 


应 力 是 弹性 力学 中 最 重 昌 的 物理 概念 . 

为 了 定义 应力 张 量 , 需 要 利用 一 个 天 小 和 方向 都 是 任意 的 面 元 . 现 从 
受 力 物体 中 任意 点 已 的 邻近 截取 一 个 微 四 面体 元 , 它 的 楼 是 经 过 点 的 
Abd DER F8] £8 06 A dE PA, PB. PURS EAR RAB, AC, BC 
(E 4 - 1). 


AB- dr, AČ = ds 
ARC MERES EHT, URE dA 表示 为 


dA =}drx ds (4.1— 1) 


| 由 于 dr —db da ,ds=de da,({4.1- 1) 式 可 写成 


PÀ = da , PB = db , PË = de 


dA = | (db - da) x (de - da) 
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= 3 (db x de +de X da + da x db) 


三 个 线 元 矢量 da ,db ,de ITERE e .8 的 方向 ,它们 都 只 有 - 
个 不 为 零 的 逆 变 分 最 ， 
da-da'g,, db-dé&g,, de-deg,  (4.1-2) 
因此 dA XmXUBIB UK ERUARBMSIS gg! ig ig m. 
dA = 3 (dp de? Eg + de da i Eg + da db? € BE ) 


— dA g (4.1-3) 

式 中 
dA, = j€ i3 db! dc^ 
|. 1l 


dA, € dc? da! (4.1— 3a) 


E. 
dA; = 3 € s da! d 
5 -方面 ,二 角形 面 元 PAB 可 以 几 它 的 外 法 向 估量 表 人 小 为 
1dbxda - 1d/'da! € g^ = - dA,g? (a) 
类 似 的 表示 式 对 三 角形 而 元 PBC 和 PCA LJ £X FÉ ,将 上 式 和 (4.1 - 
3).(4.1 一 3a) 式 比较 可 以 看 出 ,表示 面 元 PAB., PBC. PCA 的 外 法 向 大 
其 与 作为 dA 的 协 变 分 量 的 dA, BA MAR. 
设 作 用 在 由 面体 元 的 各 出 元 荆 的 力 矢 量 分 曾 为 dP .dO .dR 和 dF. 
这 四 个 为 分 别 和 它们 作用 的 面 元 的 而 积 成 正 出 ,并 且 可 以 消 g, 方 向 分 解 
RAEE, 
dP=dPg, = 一 c" dA,g, 
dQ 7 dQ'g, = — e" dA, g, 
dR —dR'g, = — c" dA;,g, 
dF = dF'g, (4.1-4) 
前 三 个 矢量 方程 确定 了 9 个 分 量 oda 是 力 的 分 量 ,这 些 分量 与 传递 
它们 的 面积 大 小 有 关 . 
四 面体 元 PABC 的 平衡 , 皮 求 作用 于 它 上 面 的 各 力 矢 晨 之 和 为 0, 即 
dF *dP*dQ -dR —0 


| 


由 此 可 得 


——— PB D LEER DOSOREEERENERUUALLLL. 
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dF--dP-dQ-dR-c'dAg,-dFg,  (4.1-5) 
(dF — o" dA, Je, 20 
HF g RTX, AE 
dF! —s*dA, =0 
pil 
dF! = o” dA, (4.1-6) 
由 于 dF ERE: dA, 是 任意 矢量 , 则 由 商法 则 可 知 史 是 一 个 二 阶 张 量 ， 
这 就 是 应 力 张 量 .应 力 张 量 表 示 一 点 的 应 力 状态 . 
Z., M (i Zj HKR 
在 直角 坐标 系 中 , 基 矢 量 gu dE SU A E EL ,is ,这 样 ,(4.1 一 6) 式 
定义 的 应 力 张 黄 ”就 是 通常 在 工程 中 使 用 的 应 力 分 其:o"* = oa — 
Te .由 于 c= ru ;这 就 提出 一 个 问题 ;在 曲线 坐标 系 中 ,ao 和 or Ci 
关门 之 间 是 否 也 有 类 似 的 关系 ?为 了 解答 这 个 问题 , 现 讨论 图 4 一 2 所 示 


的 六 面体 元 的 力 息 平衡 条 件 , 六 面体 元 的 三 边 荐 线 元 天 量 da db ,de ,da 
- da'g, db =db'g, ,de — deg, . 


作用 在 六 面体 元 的 三 组 相对 面 元 上 的 力 分 别 是 
dP=dP"g, = o" db dc^ E pg” 
dQ - dQ"g, = os" deda E pg” 
dR=dR"g, — o" da' dy € pg” 
在 六 面体 的 三 组 机 对 的 面 元 上 ,作用 有 大 小 相等 方向 相反 的 三 对 为 ,它们 
形成 三 个 力 候 ,分 别 有 力 给 : 
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da X dP = da' dP” € ,,,g" - o" dadb de € , € mg 

db X dQ = db dQ” E mg = a” da' dh de € ,, € mng” 

de XdR = ded R” € pn T o" dadi det € ui C oH 
六 面体 元 的 平衡 条 件 要 求 这 二 个 力 抵 之 和 为 0, 这 个 合力 年 是 一 个 矢量 ， 
可 以 表示 为 = Mg .由 于 gr 线性 无 闫 ,因此 M=0 必然 是 每 个 分 最 
M, S 0, Hp 

o” da' dpb' de [uS uua d i ar oue TES uitis due )=0 

(4.1-7) 
上 式 对 4 一 1,2,3 分 别 成 立 . 上 式 中 有 5 T NER GR EE, 6 3° =243 项 ， 
但 其 中 多 数 项 为 0. 为 避免 检查 非 零 项 的 元 长 工作 ,可 采用 图 4 一 2 描述 
的 那些 线 元 失 量 da ,dp de ,这 样 可 使 讨论 简化 ,也 不 失 上 其 普遍 意义 .这 
样 , 便 恒 有 i=1,; 一 2,=3. 对 于 n=1,(4.1. 7) 式 简化 为 
g” ( € xi Eu T Cue ui 十 = C ym ) zi 

EATR —S90,BRÀC.,,-004T3—,H3:3 FE I: RA 
E i=2,m = RAE MEKN EPUM d ET T3390 4! BD: 
下 的 不 过 是 


g^ Cima 十 o" € zm a c O 
式 中 四 个 置换 张 量 的 分 量 ,前 三 个 为 正 ,最 后 一 个 为 负 , 央 此 


23 32 
d a <0 


pp 
no n2 
G^ =g 
在 {4.1 一 站 式 由 , 依 深 取 =2,2=3, 则 可 以 证 明 
gg go y 


这 就 证 明了 应 力 张 唱 是 对 称 张 量 这 一 重要 的 性 质 , 即 
d= (ixi) (4.1-8) 


三 、 过 一 点 的 任意 面 元 上 的 应 力 天 量 


在 一 点 PP 的 邻 域 取 … 面 元 ,该 而 无 矢量 dA 可 以 由 单位 外 法 向 据 量 
n(EL4— 1 3x 
dA - ndA 7 ng dA 
AHH dA 为 面 元 4BC 的 面积 的 大 小 .将 (4.1-3) 式 代 人 上 式 ,得 
dA,g! = n,dAg 
由 此 得 
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dA, — n,dA (4.1—-9) 


d EH EUG ABC FB JJ OS P LI E doo P8971 ROS 

dF= PdA = Pg dA 

将 上 式 代 人 人 {4.1~5) 式 ,并 利用 {4.1 一 9) 式 ,得 
Pg, dA = go” dA g; = a"n, dAg, 
H g A RAA A m. E ENDE 
P! — g”n, (4.1-— I0) 

当面 天 dA BRAA P A, -IDRE EE REALI LP ERU n 的 
而 元 上 的 庶 力 天 量 , 若 访 点 的 庶 力 张 重 a" BL CAL 1 — 10) PO SI P 
(Cauchy) iXX. 


四 、 应 力 张 量 的 混合 分 量 


以 上 讨论 了 应 力 张 量 的 逆 变 分 量 四 . 若 与 14.1-4) 式 不 一 样 ,将 
dP.dQ .dR $n dr(El 4-1) ff sto 4) 48 , an 
dP-dPg = odA,g’ 
等 , 则 可 以 得 到 应 力 张 基 的 混合 分 量 中 .o 与 o 是 通过 度量 张 最 相 联 系 
If. 


= gy 
当然 ,也 述 可 以 定义 应 为 张 量 的 其 他 形式 的 分 量 
g = o gu 
HF o* =" [(4.1- 8)X FL, UE 
Gs r8 a (4.1- t1) 
c" WES Hn de S AB en UL EX LAE ARE g, "a 


PAGE UEM EB SET IE SUR BRA 
ROUGE g 的 方向 分 解 为 分 量 的 .因此 这 
些 分 景 是 在 平衡 条 件 {4.1-5) 式 中 出 现 
的 那些 分 量 { 图 4 — 3), Er BE tdeo" 
袁 示 的 庶 力 张 量 最 有 实用 价值 .应 力 张 量 
的 混合 分 量 o 在 实际 应 用 时 也 有 价值 . 
例如 以 后 将 看 到 , 当 把 广义 明 克 (Hooke) 图 4-3 
定律 用 应 力 张 量 和 应 变 张 量 的 混合 分 量 表示 时 ,广义 胡 点 定律 取 最 简单 
的 形式 . 至 于 应 力 张 量 的 胁 变 分 量 c 的 实用 价值 不 大 ,本 书 不 讨论 . 

必须 注意 :在 曲线 坐标 系 中 ,应 力 张 量 中 的 量 岗 与 通常 工程 意义 上 
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的 正 应 力 和 前 应 力 ( 或 称 切 应 力 } 的 量 岗 (MALT ) 是 不 一 镍 的 .由 (4.1 一 
5) 式 可 以 看 出 : 面 元 dA 上 的 为 dF( 以 真 I 的 力 单 位 表示 ) 是 将 o" dA, 
由 乘 ! 这 并 不 是 力 的 量 网 ) 之 后 A EE es (这 不 是 单位 矢量 , 它 可 以 
有 量 纲 ) 相 和 习 才 是 力 , 所 以 "只 是 在 张 量力 学 的 概念 内 尽 可 能 接近 通常 
| 程 上 的 应 力 概 念 的 一 些 量 . 当然 ,在 直角 誉 标 系 中 ,o" 本 通常 工程 上 的 
应 力量 网 一 致 . 


五 、 应 力 张 量 的 变换 法 则 
WAIE o" 、a; 是 二 阶 张 量 ,因此 当 举 标 变换 时 ,应 力 张 量 服从 张 量 


的 变换 法 则 . 
REME 二 作 容许 变换 为 男 一 新 坐标 系 , 则 应 力 张 量 o" , ,分 草 
按 以 下 的 法 则 变换 : 
一 和 Yo UA . dF oz " 
a,(rx)-es (x) 33.7 (4.1— 12) 
Dig X ary 
T(E) o (ya (4.1 — 13) 


dis KCN EDR AE RR x' ,通过 坐标 轴 旋 转变 换 为 男 一 直角 坐标 系 
xz ,变换 方程 为 
T =a (4.1— 14) 
Wi Ny 7] 3 gt HJ 75 16 pE Ug 
8" (z) - o" aid (4.1 — 15) 
HA EASEXUNGS- EE BE ario d SE EE NEA UE EGET 
标 可 以 写成 下 标 3X E6,(4.1 142, (4.1 15) RT" 
Z; =a, (4.1- 16) 


8,,(z)7 6,0,,,; (4.1— 17) 
84.2 平衡 方程 


一 、 平衡 方程 一 物体 内 部 


设 物体 c 在 给 定 的 体力 志和 表面 力 P 作 用 下 处 于 平衡 状态 .由 于 物 
体 各 部 分 均 处 于 平衡 状态 ,因此 作用 在 c 的 任 一 子 区 域 V 上 的 所 有 力 的 
合力 和 合力 矩 等 于 0. 所 有 的 力 沿 任 一 方向 的 合力 等 于 0 的 条 件 是 
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| Fade + | Pada =0 (4.2 - 1) 
V 与 


式 中 尺 为 任 一 给 定 方 向 的 单位 矢量 ;S 为 子 区 域 Y 的 边界 曲面 
将 P' 的 表示 式 (4.1 一 10) 式 代 估 (4.2 一 1) 式 ,得 


| Fade + | nA dA =0 (4.2 — 1a) 
v 5 


设 体 力 FEREZA JRE P' 有 连续 的 一 阶 偏 导数 .将 高 斯 获 度 定理 
(3.7 一 2) 式 应 用 于 (4.2 一 1a) 式 中 的 曲面 积分 , 则 得 


| [Fa +t (si) Jdr =0 
J 
由 于 是 一 个 平行 的 单位 矢量 场 ,1. | =0, 因 此 上 式 可 写成 
J (F +o bar=ao 
: 


kA pA RUE El 3-354 EE A, A a Rp MESE UBER E EORR: 
物体 r 内 的 每 一 点 P 有 


o |,-F-0 (4.2-2) 
MARNA 3808 71 0 46 Z3 RSS 0 的 条 件 , 可 得 
g” = g" (4.2-3) 


下 式 即 (4.1 一 8) 式 , 它 在 $4.1 中 已 被 让 明 ， 
<. 平衡 方程 一 物体 表面 


条 从 受 力 物体 表面 的 邻近 截取 一 个 微分 四 面体 元 (图 4 一 1), ABC 
是 物体 表面 上 的 重 元 ,作用 在 该 面 元 上 的 表面 力 矢 量 为 已 , 则 由 (4.1- 


0) 式 得 

P = o'n, (4.2-4) 
此 式 使 是 物体 邻 浊 表面 的 微 体 元 的 平衡 方程 , 若 表 面 P 给 定 , 则 (4.2 一 
4) 式 称 为 力 边 界 条 件 . 


三 、 由 以 上 的 讨论 可 以 作出 的 绩 论 


苦 物体 在 给 定 的 体力 丸和 硼 而 力 疡 作用 下 平衡 , 则 在 物体 内 每 一 点 
的 应 力 张 量 o* 满 足以 下 的 偏 微 分 方程 组 ; 
o|, +F =0 Gaa 
RP o EREREJRE 的 那 一 部 分 表面 5 ,应 力 张 量 o ME 
平衡 方程 


He zh 16-44. http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


$4.3 应 力 张 量 的 主 方向 . 主 值 . 不 变量 T 


d'n, = F (4.2-4) 
式 中 s, de SUBIRE RE (4.2 2053 (4.2 - Ao IKE REO BR, 
它们 在 任何 曲线 坐标 系 都 成 立 . 
四 、 直 角 坐 标 标 中 的 平衡 方程 
在 直角 坐标 系 中 ,平衡 方程 (4.2 -2) 式 可 写成 
otm e= (4.2-5) 
将 (4.2-5).(4.2-4) 式 写成 分 量 形式 , 则 物体 内 部 的 平衡 方程 为 


ag! gg" da? 


Milli 下! 二 
ga! ut T 
Jg” 8g? do^ P | 
mJ o cu 0 Bec 
] 3i à 32 3 33 
T i Ü a 4 P0: 
CES dz” dz j 


物体 表面 的 平衡 方程 为 
Pog uto mta m 
P*-g"g ton to” n, i (4.2- 7) 
P=o nto n, +o” js. 


必须 指出 ,在 (4.2 一 6 (4.2 DXX BUR EHE Ex EESTI RR n. 


$4.3. 应力 张 量 的 主 方 向 . 主 值 .不 变量 


在 受 力 物体 内 过 -点 的 任意 面 元 dA 于 的 力 和 拓 量 dF 是 ( 见 4.1-6 

X) 
dF = o" dA, 

即 过 一 后 的 任意 面 元 d4 上 的 力 矢量 是 由 该 点 的 应 力 张 量 的 9 个 分 量 o" 
确定 的 .这 就 握 帅 一 个 问题 :在 通过 一 个 给 定点 的 所 有 面 元 中 ,是 否 能 找 
到 这 样 一 个 面 元 ,作用 在 该 面 元 上 的 力 矢 量 正 好 垂直 于 它 . 在 这 种 情况 
下 ,该 面 元 的 应 力 将 是 简单 的 控 应 力 ( 或 压 应 旋 } 向 没有 切 向 分 量 , 这 表示 
该 面 元 的 法 向 矢量 和 面 元 上 的 应 力 矢 量 的 方向 是 一 致 的 ,这 个 方向 称 为 
应 力 张 量 的 主 方向 (或 主轴 ). 这样 的 面 元 上 的 庶 力 称 为 应 力 张 量 的 主 值 
REMH). 

若 这 个 面 元 上 的 力 矢量 dF 3i ECT XA ECL | dF 与 表示 该 面 元 的 


MeL Ll LL A a AAM€A!2)—MELC i ED 
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法 向 矢量 dA 方向 一 致 . 这 样 ,这 个 力 的 协 变 分 量 dF, 必然 与 面 元 矢量 
dA 的 协 变 分 量 dA, 成 正比 ,因此 
dF - dF,g' = o/dA,g 


dA 7 dA,g 
所 以 
o; dA; 7 adA, 
AP c 是 比例 常数 . 上 式 可 以 写成 
(o — aði )dA, =0 (4.3-1) 


这 个 张 量 方程 代表 三 个 未 知 量 d4, 的 二 个 分 星 方程 .这 些 方程 是 齐 次 的 ， 
当 且 仅 当 这 个 方程 组 的 9 个 系数 的 行列 式 为 如 时 , 即 
a-o a gi 
det( ~ aod)=| a! 9;-0 a |=0 (4.3-2) 
gs c; Go 
时 ,方程 (4.3 -1) 式 才 有 非 零 解 .(4.3 一 2) 式 是 o 的 三 次 方程 , 它 有 三 个 
根 o ua. PERRO PRIX AE T SR. er .ct ,ai . 这 三 个 标量 并 不 是 某 
一 个 矢量 的 分 量 . om 称 为 应 力 张 量 器 的 本 征 值 ,也 就 是 应 力 张 量 = 的 主 
值 (或 主 应 力 ). 
一 旦 求 出 了 这 些 本 征 值 ,就 可 以 把 每 个 本 征 值 分 别 民 和 人 {4.3 一 1) 式 . 
从 而 得 到 一 组 dA, ,以 dA 表示 它们 .下 标 (m ) 表 示 该 dA, 对 应 于 本 
征 值 ci ,d4A,。 称 为 本 征 泉 其 , 即 应力 张 量 的 主 方向 (或 主轴 ) .线性 方 
程 (4.3 一 1) 是 齐 次 的 ,所 以 它们 也 能 被 pdA,,); 所 满足 ,其 中 p 可 以 是 性 
一 正 数 或 负数 ,这 表示 ,由 (4.3 一 1) 式 决定 的 dA, 只 是 比值 dA, : 
d4,aaz:d4oa， 即 所 确定 的 只 是 而 元 矢量 的 方向 ,而 不 包括 它 的 大 小 . 
将 行列 式 (4.3 -2) 式 展开 ,得 以 下 方程 ， 


(co)! - A(c) * Be- C-9 (4.3—3) 
AB 
A= 
l; : 
B - 5 (o; 7 ojo) (4.3-4) 
C = deto; 


(4.3 一 3) 式 是 一 个 关于 本 征 值 的 三 次 方程 , 称 为 应 方 张 量 HREN 
程 . 由 此 可 以 求 出 好 BIA Bua vo sou. 
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5 —J ii cu .ct gt) 是 方程 (4.3-3) 式 的 三 个 恨 , 则 方程 (4.3 
3) 式 可 写成 
(o7 50))(6 7 ow)(o— 0)=0 
EFI 
(a) -Flay * L(a) - I, 20 (4.3— 32) 
这 个 方程 的 根 和 系数 之 间 丰 在 以 下 的 关系 : 
i= ou tao t ag 
l S= aad taa t 05009; (4.3- 5) 
I; — AA 


比较 方程 (4.3 一 3) 式 与 (4.3 一 3a) 式 ,可 以 春 出 ,1 了 ,I .1; 可 由 应 力 


张 量 表示 如 下 : 
l-a 
m 1 i Po] 
Il;7 (o8 - aj) (4.3—6) 
[, = deto 


由 (4.3 一 合式 可 以 看 出 ;1 上、T ,了 部 是 标量 ,它们 不 随 坐 标 变换 而 改变 ， 
因此 是 不 变量 ;IT 、T、1; 分 别称 为 应 力 张 量 on E438 8808 UID RS 
它们 分 别 是 应 力 张 量 分 量 的 线性 函数 ,二 次 函数 和 二 次 函数 ,(4.,3 一 5) 式 
是 以 主 应 力 表示 的 应 力 张 量 的 不 变量 . 

主 应 力 和 主 方 向 有 以 下 特性 : 

1. 与 两 个 不 同 的 主 值 相 联 系 的 主 方向 是 正 交 的 . i EB HT: 

令 ct v.90 是 (4.3 一 3) 式 的 两 个 不 同 的 根 , 义 今 dA ,dA 是 
通过 (4.3 一 1) 式 与 这 两 个 恨 相 联系 的 本 征 矢量 .这 标 上 方程 {4,3 一 1) 式 可 
改写 成 以 下 的 形式 ， 


o dA = om dAn; 
和 (a) 

di dA (,,, 7 96, dÀ 
Hi g3€ pm 38 OR MFSA RRELATA: 

eig dAn 一 c ga dA; >a dA 
等 导 石 边 可 表示 为 
9(,)dÀ ug 7 6(,)0À t 

这 样 ,方程 (a) 就 成为 如 下 的 一 对 方程 : 

EAA mj 7 Tomy dA ny (4.3- 7a) 
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dA = 6, dAran (4.3- 7b) 
以 dA, 88 (4.3 — Ta) RISE. 10 dA, 3804.3 — 75) LR P3118 
2,dÀ (5,0, = oom dA, dA 
2,0 A5, dA(,,; 7 04, dÀt, dA, 
这 两 个 方程 的 左边 租 等 ,右边 的 因子 a, 8 o1,, 是 不 同 的 ,因为 前 面 已 经 
指出 ,它们 是 (4.3 一 3) 式 的 两 个 不 同 的 根 . 这样, 便 得 
dA(,,,0A,, =0 (mEn) (4.3— 8) 
上 式 表 明 :与 两 个 不 同 的 主 值 相 联 系 的 主 方向 是 正 交 的 . 若 (4.3- D) XJ 
三 个 本 征 什 是 不 同 的 实数 , 即 三 个 主 应 力 的 值 彼此 不 相同 , 则 三 个 王 方 向 
互相 正 效 ;者 二 个 主 应 力 的 值 相同 , 则 这 二 个 主 应 力 所 在 的 平面 内 的 任 一 
方向 乡 为 主 方向 ;者 二 个 主 应 力 相 等 , 则 空间 交 任 一 方向 都 是 主 方向 . 
2. (4.3~3) 式 不 可 能 有 复 根 , 即 度 力 张 量 的 本 征 值 是 三 个 实数 ,这 
可 以 很 容易 地 证 明 . 若 (4.3 一 3) 式 的 三 个 根 中 有 一 对 复 根 cu = RIS, 
25; 二 及 一 iS, 则 对 应 的 本 征 矢量 dA, dA 也 是 复数 .因为 (4.3-1) 式 
WI a, dA, — od 中 ,a 总 是 实数 ,因此 着 = 是 复数 , 则 d4, 也 是 复数 . 令 
dÅ, =u, 十 lU, :A — ug 一 11, ;上 式 中 R gU ME, 都 是 实数 . E 
性 关系 (4.3 一 8) 式 要 求 
(u, tiw, (w -iw ) = uw + ww ti( wu - ww ) 20 
上 式 中 括号 内 两 项 都 是 矢量 «Hw 的 点 积 , 它 们 彼此 相等 ,应 当 消 去 ; 剩 
下 的 两 项 分 别 是 usw 自身 的 点 积 , 它 们 是 正 数 ,它们 的 和 不 可 能 等 于 0. 
由 些 证明 ,本 征 值 cv,, 林 可 能 是 复数 
3. 如 洛 应 力 张 量 的 三 个 主 方向 取 单 位 基 汞 量 e, 作为 参照 标 架 , 则 
它们 相互 正 交 ,在 与 ge 垂直 的 各 阿 元 上 ,只 有 法 向 应 力 ec 而 没有 切 向 
应 力 分 量 . 这 时 ,应力 张 量 着 以 矩阵 形式 表示 , 则 成 对 角 上 矩阵 ， 


8 9 0 | 
(a) = 0 Fin) 0 i (4.3—9) 
0 0 i) 


ERE e, 是 单位 矢量 ,cv 就 是 通常 工程 上 采用 的 应 力 的 量 网 . 

4. 主 应 力 有 极 值 ,这 包括 三 方面 :(1) 最 大 {或 最 小 ) 的 主 应 力 是 过 
相应 点 任意 面 苑 上 的 法 向 应 力 的 最 大 (或 最 小 ) 者 ;(2) 绝对 值 最 大 (或 最 
小 ;的 主 应 力 是 过 相应 点 任意 面 元 上 的 应 力 矢 量 的 最 大 (或 最 小 ) 者 ;(3) 
最 太 兽 应力 等 于 最 天 主 应 力 与 最 小 主 应 力 之 善 的 一 半 . 前 两 点 本 书 不 加 
证 明 ,可 参阅 文献 [21] ;第 (3) 点 将 在 8$4.4 讨论 . 
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KEJI Et de — AR E, A he h A E 7] SERE B x Ee grt a, 
对 于 任何 其 他 二 阶 对 称 张 量 都 是 成 立 的 . 


$4.4 REKI 


计算 受 力 物体 肉 任 一 点 的 最 大 前 应 力 ( 也 称 切 应 力 ) ,可 沿 应 力 张 量 
的 主 方向 取 单 位 基 矢 量 e, 作为 参照 标 架 {图 4 一 4) .在 这 个 直角 矢 照 标 架 
中 ,应 力 张 量 如 (4.3 一 上) 式 .考虑 任 一 面 元 dA (图 4 一 4), 若 以 外 法 向 单 
位 矢量 n 表示 该 面 元 的 方向 ,dA 表示 它 的 大 小 , 疡 为 作用 在 该 面 元 上 的 
应 力 矢 量 的 分 量 , 则 由 (4.1- 10) 式 得 


P! cn, (4.4- 1) 
作用 在 面 元 dA 上 的 应 力 矢量 在 n 方向 的 分 量 以 N 表示 , 则 
N= pn Sonn, Somin) + oy (n3 + eu (ns) 
(4.4-2) 
这 是 因为 在 所 考虑 的 问题 中 o= agna” = ago am, T0CiX 
让. 帮 用 在 面 元 dA 上 的 应 力 矢量 P= pre, ,PP 的 大 小 为 
[PI^ =(p) +(p) (Y 
7 (em ni) * (6g ni) + (ev ns (4.4 —3) 
作用 在 面 元 d& 上 的 前 应 力 的 大 小 为 
S? = |P? — N? 
= (own) + (amn + (ogn) - 


[gy Cr pw "TOR 十 Su (4) T 
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= [ain (sa) -eu)]-* [aa ns lo -on)] + 
ET nila 一 smf (4.4 —4) 


HR S 的 极 大 值 , 可 计算 253- apart o E 


Lalea aa) 1=0 
2n; | [ns (a -ow)] 十 [a (oo -00)]}=0 
[ |-0 


SERIEA CIES x Su] T 


2n, (EL na(9q -0 ) | + 


(4.4—5) 
而 
(m + (Y + (ny =1 (4.4-6) 
EMIR RKT SE 
aa) am 7 6(3 (4.4-7) 


解 方程 (4.4 一 5)、(4.4 一 6) 式 可 得 到 使 S$ 为 极 秆 的 nan .xn; 的 值 ,再 代 
入 (4.4 一 4) 式 , 即 可 求 得 们 的 极 值 . 铺 果 如 表 4- 工 所 示 . 
X 4-1 


*t14/2 
+142 


+142 


0 


| a 
(22 ^ Fia | 
2 


t142 


E 
( gig ial 
pa 


Hi E iil 8925 R a, SE py 73 B E E 


1 M 1 1 
3190 ow | ， zlo JOSEP 元 | ao Go | 


(4,4 — 8) 
E (4.4 - 7) 式 可 知 
ces Tro 7 owl (4.4-—9) 


El 4-1 可 看 出 ,ta 所 在 的 面 元 的 外 法 向 矢量 n= tle eA. 
因此 ,最 大 前 应 力 所 在 的 面 元 等 分 最 大 主 应 为 co 与 最 小 主 应 力 ze 的 方 
[CES 4 — 2 BEXCPU ELS. 
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84.5. 八 面体 剪 应 力 


考虑 受 力 物体 内 任 一 点 已 .在 已 点 的 邻近 作 一 个 平面 ,使 它 与 三 个 
主轴 的 倾角 相等 .由 于 在 P 点 的 鄂 近 可 以 作 吕 个 这 样 的 平面 .它们 构成 
一 个 正信 面体 ,所 以 这 些 平面 称 为 八 面体 平面 (图 4 一 5). 图 中 (1)、(2)、 
3) 为 应 力 张 量 的 主轴 ,各 轴 上 的 单位 基 矢 量 分 别 为 el .es ,es . 今 考虑 第 
一 象限 的 八 曾 体 平面 , 它 的 外 法 同 单位 矢量 为 


n=(e, +e, +e) /3 


RI 


ny =n =n -1Á/3 (4.5-1) 
由 (4.4-4) 式 可 知 ,在 第 一 象限 的 八 面体 平面 上 


1 
5 73l(*o -am Y + {em 79m) * (ea - ew) ] 


(4.5—2) 

作用 在 八 面体 平 商 上 的 前 应 力 称 为 八 面 体 前 应 力 ,以 ro 表示 .由 (4.5- 
2) 式 可 知 

ales ito 7 205) t (60 om) * (6$ — eu) ] ^? 


上 式 给 出 的 zt 值 ,对 十 所 有 的 八 血 体 半 面 都 成 立 . 
八 面体 剪 应 力 zr 是 一 个 不 变量 . 它 在 届 服 准则 理论 中 是 一 个 有 重要 
意义 的 量 . z, 可 以 用 应 力 张 量 的 不 变量 (4.3 -5) 式 表示 为 
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9c? —21 — 6I, (4.5- 3) 


$4.6 偏 应 力 张 量 


dp JE S 的 定义 是 
S -o-Àp (4.6 —- 1) 
式 中 


二 - 
P4: (4,6 2) 


8p 定义 为 球 应 力 张 量 ,也 称 为 静水 应 力 状 态 . 球 应 力 张 量 只 使 物体 产生 
体积 的 弹性 变化 ,而 篇 应 力 张 量 使 物体 产生 无 体积 变化 的 形状 变化 .材料 
的 届 服 是 由 于 偏 应 力 张 量 的 作用 ,因此 在 塑性 力学 中 , 偏 应 力 张 量 是 一 个 
有 重要 意义 的 量 , 它 与 居 服 准则 密切 相关 . 

偏 应 力 张 量 是 二 阶 对 称 张 量 , 因 此 关于 应 力 张 量 的 主 方向 (主轴 1) 、 主 
值 .不 变量 等 概念 ( 见 §$4.3) 对 偏 应 力 张 其 完全 适用 .用 $4.3 I] EE 
法 可 以 求 出 仿 应 力 张 量 的 主轴 和 主 值 . 偏 应 力 张 其 的 主轴 与 应 力 张 量 的 
主轴 一 致 : 偏 应 力 张 量 的 主 值 是 

DT on Pp, Sg795-Pb. So) 一 ct) 一声 


(4.6—3) 

Sn S39 基 下 烈 三 次 方程 的 根 : 
-(SY*D,S-*D,-0 (4.6 - 4) 

式 中 
D =S= Sut Sot SaO (4.6 — 5a) 
— 1 

D; 7 388: 7 4 (Sto * Si t Si) - 5 (n (4.6— 5b) 
D, - det $; = Suy S Su (4.6 — 5c) 


D, D, D, dhi ng 13K RE (E 
17) SK RE BP 3E 38 [ (4.3 — S0 (4.3 - 605 133 MZ E BB 
变量 之 间 存 在 下 列 关系 ,这 可 以 很 穿 易 地 证 明 . 


D, = (4.6 — 6a) 

D -n*in (4.6 —6b) 

D,-I a I pace p (4.6 - 6c) 
3 3 3 1-72 27 t E 
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三 社 方 程 (4.6 一 4) 式 有 三 个 实 根 , 它 们 是 ( 夫 阅 数学 手册 编写 组 编 ,4 数 学 
于 册 》, 人民 教 育 出 版 社 , 第 88,89 页 ) 


Su, 7 /2r,60s EJ (4.6 — 7a) 
S5; 74 2 racos [o5 (4.6 - 7b) 
S) = —42 rocos a (4.6— 7c) 
式 中 
2D, 
— cos 3w« = um {4,6-8} 


由 (4.6 一 7) ,(4.6 一 8) 及 {4.6 一 3) 式 ,可 以 得 到 下 列 主 应 力 的 计算 公式 : 


gr 7 Sq + p=y2rocos [»-5]* 37 (4.6 — 9a) 
] 
Gt) = S F p=/2 racos [+ 十 可 中 (4.6 — 9b) 
Ls 
an = Si * p= y2 racos wt 39. (4.6 - 9c) 


$4.7. 应 力 张 量 的 物理 分 量 


FAREA P ATEREA 入 可 以 有 不 同 的 量 网 , 张 量 分 量 的 量 
网 与 它们 所 表达 的 物理 量 的 量 网 可 能 不 同 ,这 给 工程 计算 带 来 不 便 , 因 
此 ,在 进行 工程 计算 时 , 常 须 采 用 张 量 的 物 理 分 重 ， 

天 于 一 阶 张 量 的 物理 分 量 , 已 在 8$2.7 讨论 过 ,本 节 讨 论 应 力 张 量 
《二 阶 张 量 ) 的 物理 分 量 , 计 算 应 力 张 量 的 物理 分 量 , 串 利用 定义 应 力 张 量 
的 天 量 方程 .并 根据 矢量 的 物理 分 量 的 定义 [(2.7-1),(2.7-2) 式 ] 来 
计算 应 力 张 量 的 物理 分 量 . 

定义 应 力 张 量 的 矢量 方程 是 (4.1-5) 式 : 

dF = dF'g, = s" dA,g, (4.1-5) 
面 元 dA 的 表示 式 为 (4.1-3) 
dA —-dA,g 

由 (2.7 一 2) 式 , 面 元 dA Nm 


dA = > aa Ve VB a (4.7 - 1) 
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这 样 , 面 元 dA 的 物理 分 量 为 
dA, = dA, Vg? (4.7-2) 
它 的 量 岗 是 .根据 {2.7 一 1) 4.7- DX (4.1 5) ETE 


3 


E r-YxÓ Yaaa, Jgi T (4.7 - 3) 


Ey 


A E MA UM 12;dF 是 


JRE EAA MLI .这 样 ,应 力 张 量 的 牧 理 分 量 是 

ag dy s 
它 的 量 岗 是 M/LT SECRET EGEREIE SZ 72 H t p ac Fe] D . EE, 
应 力 张 量 的 混合 分 量 si 的 物理 分 量 是 


Cig 不 求 和 ) (4.7—4) 


PE (i. 不 求 和 ) (4.7 — 5) 
Ti E Sz rH] 2 SR p 3 rh LB CT.7 7 3) 式 得 
g^-1l/g, {i 不 求 和 ) 
g,7-g 7-0 (iv) 
则 在 正 交 曲线 坐标 系 ,应 力 张 量 的 物理 分 量 的 表示 式 为 


o = fg E, (ij TOR) (4.7— 6) 
ci) 7 og. gh Gj RRA) (4.7- 7) 


必须 指出 ; 张 量 的 物理 分 量 与 其 相应 的 张 量 分 量 有 相同 的 物理 意义 ， 
但 是 量 网 不 同 ,在 坐标 变换 时 , 张 量 分 量 按 特 定 的 法 则 变换 ,而 物理 分 量 却 
没有 张 量 的 性 质 ,不 能 按 张 量 的 变换 法 则 变换 . 对 这 二 者 必须 加 以 区 别 . 


$4.8 圆柱 坐标 系 . 球 坐 标 系 中 的 静 力 方程 


米 量 方程 的 不 变性 ,使 得 用 张 晶 形式 表示 的 弹性 力学 基本 方程 在 各 
种 曲线 坐标 系 都 成 立 . 这样 在 处 理 弹性 力学 问题 时 ,可 以 根据 讨论 对 象 
《物体 ?的 几何 形状 ,选择 最 适合 于 处 理 该 问题 的 曲线 坐标 系 . 而 以 张 量 形 
式 表 示 的 基本 方程 并 不 因 选 择 的 坐标 系 不 同 而 改变 ,这 就 不 必 因 采用 了 
不 同 的 坐标 系 而 重新 推导 基本 方程 .这 是 张 量 分 析 在 应 用 上 的 优越 性 .但 


ie S mi 
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$4.8 圆柱 坐标 系 . 球 坐标 系 中 的 静 力 方程 037 


EW LE LEE ,必须 在 选 定 的 坐标 系 中 采用 分 量 方程 , 旦 须 使 方程 中 
省 项 的 物理 量 岗 相 了 癌 .这 样 , 便 必须 建立 在 所 选 定 的 曲线 坐标 系 中 以 物理 
分 量 表示 的 该 问题 的 基本 方程 ， 
由 张 量 上 方程 变换 成 在 特定 的 曲线 坐标 系 中 以 物理 分 基 表 示 的 分 量 方 
程 ,只 须 将 张 量 方程 层 开 成 在 特定 的 曲线 坐标 系 中 以 张 量 分 量 表 示 的 分 
量 方 程 ,然后 再 变换 成 以 物理 分 盖 表 示 的 分 苦 方 程 . 
现 以 平衡 方程 (4.2 一 2) 式 为 例 ,说 明 如 何 由 张 量 方程 中 | ,+ 已 =0 
变换 成 在 特定 坐标 系 (如 球 坐 标 系 } 中 以 物理 分 明 表 示 的 分 量 方 程 . 
球 坐 标 系 的 gg 0,8 1.7 RCL.7 15), (1.7 - DA; SE HL IE 
水 符号 ILEG2-6)5xX. 
由 (4.2-2) 式 ,在 + 方向 (zc 方向) 的 平衡 方程 以 张 量 分 量 表示 为 
s"|,-F'-0 (4.8-1) 
将 上 式 展 开 ,由 (3.4-S$) 式 可 得 
g” p =g'i + ds toD gr 6" rain o+ 
11 ll 
"0 a 
i est p 


| dg Jg” dg 5 


=r ag 38 7 r- 
o^ rsin p+2 n ta cot o (4.8-2) 
在 上 面 的 洗 开 式 中 c" 07, oT EKERI BEL XR AL HE 2b nd n qo 3 
分 量 . 
以 符号 row ,08 10% 04 0%4 表 示 应 力 张 晤 的 物理 分 量 , 则 由 (4.7 — 
6) 式 可 知 
gu (4.8— 3a) 
8. r^g? (4.8—3b) 
0g = r sin p'o” (4.8 — 3c) 
Tp = ro” (4.8 3d) 
J= r^sin p'a” (4.8 - 3e) 
a = rsin p'a” (4.8— 3D 
体力 的 物理 分 量 为 
FO = S gF (4.8-4) 


以 符号 已 ,E, ,已 表示 体力 的 物理 分 量 , 则 


HE 
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F,-F (4.8 - 5a) 
F,-rF' (4.8 — Sb) 
F; = rsin gF’ (4.8 — 5c) 
将 (4.8-3) 4.8-35) 式 代 人 (4.8-2) 式 , 便 得 出 以 物理 分 量 表示 的 平衡 
方程 tr Ae): 
9e, | 19e, 1 daa 2o,-o0, g tc, cot 9 
jr ro rüng30 r s 
(4.8-6) 


从 这 个 例 于 可 以 看 出 张 量 表达 方式 的 优越 性 . 由 张 量 方程 变换 成 以 
物理 分 量 表示 的 分 量 方程 是 一 个 以 张 量 "语言 "进行 “ 翻 详 "的 过 程 .这 种 
“翻译 "过 程 非常 有 规律 ,不易 出 错 , 也 不 复杂 . 若 不 采用 张 量 方程 , 则 在 不 
同 的 曲线 坐标 系 中 ,必须 分 别 推 导弹 性 力学 的 基本 方程 ,这 是 很 费事 的 ， 
工作 量 很 大 ,有 时 也 很 困难 ， 

下 面 不 作 推导 ,将 略 柱 坐标 系 和 球 坐标 系 中 ,用 物理 分 量 表 未 的 静 考 
平衡 方程 列 出 ,读者 可 作为 练习 上 自行 推导 . 


一 、 圆柱 坐标 系 (图 1 省 
单位 基 天 量 TEE 


兵力 F= Fe, Fe, Fe, (4.8-7) 
PAYNI: 

Aa,, For Og 1 ?2,, 3o, = 

dr n r Peg dz t us e 


dey 126g eu 
me n £27. F, -D (4.8— 8b) 
3o, + | dda da 


ar r 3g 


U,g Ops Ogu Og: Or T Or (4.8~ 8d) 
在 上 列 方程 中 ,应 力 分 量 和 体力 分 量 都 是 物理 分 量 , 所 有 的 指标 均 写 
成 下 标 . 在 下 面 关于 球 坐 标的 讨论 中 ,指标 的 记 法 与 此 相同 . 


二 、 球 坐标 系 { 图 1-5) 


单位 基 矢 量 e , €, ,er 
体力 


二 这 *F,-0 (4.8 — Bc) 


F= F,e, t F,e, * Pe, (4.8-9) 


ee 


36. zh 16-18. http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
2] m m 49 * 
iori) 
, 132, 1 uc o am. RU, a NT 
Ax rào  rsin 2960 r 
(4.8 — 10a) 
IG, 129 1 dew, | 3o. + (dw IO Pp a 
Ir r 9o rsin q 36 r ? 
(4,8 - 10b) 
jue Ld diu, d sup dau T PURO Y op ug 
dr rop  rsn q 90 r 
(4.8 ~ 10c) 
Gp 7 Ge sr dog 7 Dog aO T Op (4.8 — 10d) 


J — 


1. 参考 图 4- 3, 画 出 庶 力 张 量 的 混 台 分 量 o Pr S qr Zr pep. GE; RP i h 


1 [| J ui 
B, 01,0] 全] 


2. d ebd D EDUC E un) ER CEDPRS IER RO N 
oc'-lü£zl +i y, s =r Y 
a” —-20z! Y) +100, r 
ag" — 30€ Y 10065 Y, s'er Y 


ARR eri ) 二 (1] ,1,1) 的 体力 矢量 下. 
3. 物体 内 一 点 P 的 应 力 张 其 对 于 直角 坐标 的 分 鲁 为 
1 0 -4 
ð 3 D 
-4 0 Sj 
(a) 计算 经 过 P OZRBUAXDE mp bd 15 E p, CV B 88 5 EI XE 
1 1 1 


a= 
(2 HE. EPEMA RE p 的 大 小 1p| 
(c) 计算 p i n EL AI E fl 
(d) 计算 p hnr ADATE ERTEN, REET 方向 的 分 其 (转向 分 党 ) 


4. 一 点 P IS ELEC o= - py , 户 是 标量 (静水 应 访 状 态 ). 求 江 :经 过 P, 
点 的 任意 平面 上 的 前 应 力 均等 于 0 

s. 考虑 应 力 场 = -pE RP pre ,zx ) 为 标量 .求证 ;在 这 种 情况 下 , 静 
力 平衡 方程 取 以 下 的 形式 : 
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^gradp + F=0 
6. TEEEIS 71 SE f. ai 的 特征 方程 和 应 力 张 最 的 不 变量 (4.3 一 3) 式 和 (4.3 A, 
并 瑟 出 {4.3 一 4) 式 的 展开 式 . 
7. 物体 内 一 点 卫 的 应 力 张 量 的 分 最 (直角 学 标 x ,y,<) 为 


Gyr Tw Gyz 5 3 8 
S. Fy 04, 71-3. 了 1| X10 Pa 
Ks xo du 8 1 9 


求 :fa) 已 点 的 上 上 应力 ; 
(b) 已 点 的 应 态 张 基 的 主 方 庙 ( 以 土 轴 相 对 于 x ,yz MASAREN) 
(c) 己 点 的 八 面 体 前 点 力 ; 
(d) P 53 RR he 7) SE BURI ER fr D 3E EE ; 
(e) MA rk dE Esa E EIE SEE 
8. KEA BERSA re 可 以 用 庶 方 张 攻 的 不 变量 PLI, oS 


=d (21; -61,) 


9. 求证 : 八 面体 剪 应 力 rm 所 在 面 上 的 法 向 应 力 为 
1 


go — —l, 


3 
10. 2E Sm wc 10K EE S; 的 特征 方程 (4.6 A) fnr 3 3E REIR ERE (CA 6— 5) 各 
35 OFSHIB DD, DARRE. 
EMESUHUPIES qUEX S MEEPMEPEEICIGIE SEE D DD 2i 
存在 如 (4.6 6) X ER SOR A. 
12. 求证 : 候 应 力 张 量 的 主 值 与 应 力 张 量 的 主 值 方向 相同 . 
13. 从 平衡 方程 |, + =0 出 用 ,推导 在 平面 极 坐 标 系 中 ,以 物理 分 基 表 示 的 
半 衡 方程 . 
14. 从 平衡 方程 (4.2-2) 出 发 ,推导 在 园 柱 坐 标 系 中 ,以 物理 分 其 表示 的 平衡 方 
程 14.8 -8) 式 . 
15. 从 平衡 方程 (4.2 一 2) 出 发 ,推导 在 球 华 标 系 中 以 物理 分 量 表示 的 平衡 方程 
{4.8 一 10) 式 . 
16. 求证 :在 直角 尝 标 系 中 ,由 应 力 张 量 的 分 量 表示 的 八 面 体 前 应 力 nA 
9c 7 (euo) t (osos) +H OnT as Y tbla rol tol) 
17. 3KuE : ELI 71 5K Bk P3 E ELS S 9 A EE BT ir D. n 
95 7 ($1 $4) (S9 S,Y « (S,- S,y 
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$5.1 应 变 张 量 的 概念 


一 、 变 形 梯度 


设 物 体 在 未 变形 状态 ( 权 态 ) 占 据 空 间 某 个 区 感 B ,物体 内 任 一 点 P 
的 位 置 由 曲线 坐标 XX CK —1,2,2 HEX XR e RO 到 P 点 的 位 
ERREP 描述 .变形 后 ,原来 占据 区 域 归 的 质点 集合 进 人 空间 另 一 区 域 
,已 点 移动 到 户 .在 变形 后 的 状态 { 签 态 ) ,点 去 的 位 置 由 另 一 昌 线 坐标 六 
(=1,2,3) 描 述 ,或 者 由 坐标 原点 O 到 疡 点 的 位 置 矢 蔓 疡 描述 .坐标 系 
X" 和 = 不 一 定 相同 (区 5- 1). 


设 物体 由 B 变形 到 2 是 连续 的 ,物体 内 各 质点 在 变形 前 后 是 一 一 对 
应 的 ,坐标 x' 与 让 由 下 式 相 联系 : 
T= (KR!, X’, X") (k=1,2,3) (5.1-1) 
Ex dé ur ER, 
X" = Xë (x' z, z?) (K—1,2,3) (5.1-2) 
次 函数 (5.1-1)7 和 (5. 上 [一 2) 式 在 它们 的 定 尽 域内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 
则 可 定 交 变形 梯 床 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


T Xx 上 应变 分 析 
È 
aT (5.1-3) 
K 
X5 mA (5.1-4) 
dr 
它们 是 两 点 张 量 ,在 $3.9 已 讨论 过 它们 的 变 搞 法 则 ， 
显然 ,变形 梯度 存在 以 下 关系 : 
人 = (5.] ~ $a.b) 
s 
二 、 应 变 张 量 


考虑 物 垃 瞧 ( 初 态 ) 任 一 线 元 dP ,变形 后 为 dp EKR b ANE S5- 
1 .在 区 域 B 内 线 元 长 度 的 平方 和 区 域 5 内 线 元 长 度 的 平方 分 别 是 


dS = Gr dX*dx* (5.1-6) 

ds? = g,dz* dz (5.1- 7) 

dS 和 dy die] ZEE z ERA X AB BRAR IS L8 C5.1 — DX (5.1 — 2) 
式 , 得 

dX" = X" dz (5.1— 82) 

dx = x'udX* 《5.1 一 8b) 

将 上 二 式 分 别 代 太 (5.1 -的 式 和 (5.1-7) 式 ,可 得 

dS’ = c, dz* dx (5.1-9) 

ds’ = C, dX" dx! (5.1— 10) 
式 中 

cy = Gg XK, (5.1- 11a) 

Cy. 一 guX kX (5.1—- 11b) 


cy Cu, 分 别称 为 柯 西 变形 张 量 和 格林 变形 张 量 ,它们 都 是 对 称 张 量 ,c。 
= cyCu Cue ,并 且 都 是 正定 的 .和 (1.5 一 2) 式 比较 ,cs .Cu 和 度量 张 
量 g Ga 的 意义 相似 ,只 是 cv 以 变形 后 的 坐标 描述 初 态 的 线 元 平方 ,而 
Cu 则 反之 . 

| 显然 , 若 在 日 中 所 有 线 苑 长 度 的 平方 与 在 8 中 相应 线 元 长 度 的 平方 
相等 , 即 aS? = ds , 则 表示 在 B 中 任意 相 邻 两 点 间 的 捧 离 不 因 变 形 而 改 
变 , 这 种 情况 便 是 刚体 运动 .因此 , 差 (ds* - aS? ) 可 用 来 度量 介质 由 于 变 
形 而 产 生 的 应 变 . 这 个 差 可 以 用 初 坐标 X" 表示 ,也 可 以 用 终 坐 标 t+ 表 

示 . 由 (5.1~6) 式 和 {5.1 一 10) 式 ,可 得 
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85.1 应 变 张 量 的 概念 93 - 

ds?^—dS^-2bE,,dX*dX* (5.1-12) 

式 中 
or T (5.1—13) 

m(.1- 7) 式 和 (5.1-9) 式 可 得 

ds —d5* 22e, dz* d (5.1 — 14) 

式 中 
n 5 (EuT Cu ) (5.1—15) 


Ej, Fl e, BAER AHRI H (Lagrange) € IR MEE IK RA ICE (Euler) £ R 
MEKE, EA EIKE. RA PE IRL 4 B E A D P JU SER DL HE 
Ys B3 H 7 PRAE m Re R H E SR RE FR n bs: X* 作 为 自 变量 ,而 
欧 拉 有 限 应 变 张 量 采 用 欧 拉 描述 法 ,用 终 坐 标 a PEOR BERE BERE BAT 
有 限 应 变 张 量 也 称 为 格林 有 有 限 应 变 张 量 , 欧 拉 有 限 应 变 张 量 也 称 为 阿尔 
曼 西 (Almansi) 有 限 应 蛮 张 量 . 应 变 张 量 是 度量 物体 质点 邻 域 纯 变 堪 的 风 
fpa. 

出 以 上 关于 应 变 张 量 的 讨论 可 知 ,物体 内 各 点 的 应 变 张 量 Ep 或 
的 全 部 分 量 等 于 零 是 物体 变形 (5.1 一 1) 只 有 刚体 运动 (只 有 移动 和 转动 ， 
没有 质点 间 妈 离 的 改变 ) 的 必要 各 充分 的 条 件 . 


三 、 应 变 张 量 与 位 称 矢 量 的 关系 


由 图 5~ 1 可 以 看 出 ,P pr EE RECS u, CUERE POR p 的 


KAMFER: 
u-p-P (5.1— 16) 
u Pah FARE Iro RC $3.9); 
u = UG, = UyG* (5.1-17) 
或 
ü — u'e, -— ug (5.1— 18) 
由 (3.3- 15X£R(3.3-3) Ad 
3 
2 Uds eU io. (5.1— 19) 
3 
-~ u,lg' -—wu"lig. (5.1—20) 


基于 以 上 的 表示 式 ,并 由 (5.1- 1105& REE Ci 可 由 信 移 矢量 
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94 ， 第 五 章 应 变 分 析 
表示 如 下 : 
C = Jr ðr _ dp .gdp dr gx 
kL RUDXRDXT dx dr IK IX! 
B dp | dp = [有 + du IE 
 2aX* AXE (AX ax] aX axt 


SG T EG) TB.) 
EO uet. cst (5.1-21) 
Xf EXICAG.T1—1302S , uS riis BH H hz 4e SE ER on aS 
Ea 7 1(Uxl; + Ur lg * Ul gU" la) (5.1 ~ 22) 
[:] B8 nT 15 BK dur wr Ae SK Bk deo oA A 
RA (5.1- 23) 


它们 是 张 量 方 程 ,在 各 种 坐标 系 中 都 成 立 . 
$5.2. 直角 坐标 系 中 的 应 变 张 量 


今 采 用 同一 个 真 骨 坐 标 系 描述 物体 的 初 态 和 鲜 态 ,但 为 了 区 别 这 两 
个 状态 ,仍旧 使 用 X 和 > 描述 质点 在 未 变形 和 变形 后 的 坐标 (图 5 722). 
AAMER PLE IC EE Zr I m C5. 1 - 6) 8005.1 - RUF 
形式 : 


dS? =B dX“ aX* 
ds? = 8, da* da 
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$5.2 直角 坐标 系 中 的 应 变 张 量 | 95 。 


将 上 式 分 别 代 和 (5,1-12) 式 和 15.1--14) 式 ,可 得 拉 格 朗 日 有 限 应 
恋 张 量 和 欧 拉 有 限 应 变 张 其 的 表示 式 : 


1 da "E 
Ex 7 (dm Tr au | (5.2—1) 
ax“ ax“ 
Eu 一 A Duy da da | (5.2-2) 


今 讨论 Eg K RRA AFE B pig 4 3E RE) EEA. 为 此 , 考 
BEHUSH 义 ' 轴 方向 的 线 元 dS, 它 的 分 居 是 
dX'-dS, dX/-0, dX’=0 
出 (5.1 一 42) 式 ,并 基于 上 面 的 关系 式 , 则 
ds’? -dS* -2bE,4,dX*dX* - 2E4dX'dX' 
=2E d5? (5.2-3) 
AE X OE USESEKXÀ E, 


didis 
B "ds 


则 
ds=dS(l1+E,) 
代入 (5.2 一 3) 式 得 
(l+ E.) —152£, 


由 此 得 出 
E C ISTZES td (5.2-4) 
各 应 变 很 小 ,以 致 在 展开 上 式 的 根 号 时 只 需 保 留 线性 项 , 则 
FEE (5.2-5) 


HT En Ep I.2- 45.2- S) 2E DL BO 3E E. n don] 
Al AE SERA) E Eu CK. 不 求 和 ) 分 别 描述 平行 于 坐标 轴 XU 的 那些 线 
JL BER SE E, ,但 并 不 等 于 种 长 举 ; 只 是 在 小 应 变 情况 下 ,Ex 才 与 已 , 相 
为 了 考察 Ex, ( 开 天 工 ) 这 样 的 应 变 张 景 分 量 的 物理 意义 , 今 考虑 两 
TERT dS füd 5, 它 们 人 在 初 态 分 别 平行 十 X 轴 和 OX? 轴 . 这 样 , 便 有 
线 元 dS: 
dX'-dS, dX:=0, dX'-0 (5.2 — 6a) 
线 元 d S: 


dX!=0, dX:=d5$, dX?-0 (5.2 6b) 
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变形 后 ,上 述 线 元 成 为 在 r BEARR ds 和 由, 它们 之 间 的 夹 角 为 
8. 写 出 它们 的 标量 积 , 由 (1.11 一 2) 式 及 (5.2 一 1) 式 ,并 考虑 到 (5.2 一 6) 


式 , 风 
ds*ds = [dslldsleos 8—8,, da" dz" 
n XX dX" d X* = (8 + 2E, )dX" d X" 
-(8,-2E,)dSd S-2E,dSd S (5.2- 7) 
(5.2-4, A 


ds=dS v1+2E, 
ds =d SV1+2FE,, 
将 它们 代 人 式 (5.2 7), 可 得 
2E; 


Jlt2bEQ/1-42E, 
车 以 ois 表示 dS A dS HRH x/2 的 改变 , 则 


cos 8 — 


un 
2E 


-]Z 
JA *2E,VIT 2E, 


(5.2-8) 


sin an = 


对 于 小 应 恋情 疯 
ap 三 21 (5.2—9) 

对 于 En 、Es PISIS (5.2 - 8),(5.2 - 9E SR REL BS mk AE 

们 可 以 看 出 LR XESRCP p 2E EE Ap EE EQ, (KALARE, A 

是 在 小 应 变 情 况 下 ,Er KALTER R07 8 Tz AE Ce RU Ir E) 
ax 的 二 分 之 一 

对 于 欧 拉 有 限 点 变 张 量 分 量 可 作出 与 上 述 拉 格 朗 日 有 限 应 变 张 量 分 
量 相 似 的 解释 .车 定义 伸 长 率 为 
| ds- dS 
"Eds 

| 则 


ei 71-7 /1-72e, (5.2 - 10) 
若 变 形 后 相互 正 交 的 再 个 线 元 在 变形 前 的 夹 角 为 也 go MA 
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$5.2 直角 坐标 系 中 的 应 变 张 量 097 ， 
Ze 
sin Po rS ER (5.2— 11) 
对 于 小 应 变 情 况 .可 得 
e =E (5.2 — 12a) 
B, 72e, (5.2— 12b) 
由 图 5.2 可 以 看 出 ,位移 矢量 a AARAA DE u A 
w= -X (5.2— 13) 


上 式 和 {5.1 ~160) 式 是 相同 的 .因此 ,和 85.1 中 的 讨论 一 样 ,应 变 张 量 和 
位 称 矢 量 的 关系 式 与 {5.1 一 22) 式 和 (5.1 一 23) 式 相同 .但 在 直 骨 坐标 系 
中 , 协 变 导 数 与 侦 导 数 相 同 ,这 样 


1|2U. 2D IUI U” 
Eur 十 一 -~ = 
1 dtt, Pu, D Hp du” 
WH Dlar drt dr Ir A 


在 上 式 中 ,乘积 项 两 个 相同 的 指标 M.M Amon 表示 求 利 ,车 将 上 式 展 
F, X.Y LZGRR XXX LÀ x yam 表示 x xT 以 UVW 
Mu sow Zr» USUS UTI usu; sus. MET fS do BH H A BR E 
jK Et ii FLCBET BR EAE SEC RE 2 RYE EE PB A8 b HP PRU: 


. _9U 1[1i3UY javy | [OW 
Ex" 3x * lox) + [2x] + lax) | 


E -55v'sx'axav dVawv axzv]] 
XY 2 十 Ie 


3Y 2X \3X3Y 2X2Y 2x9Y 
(5.2 — 16) 
EE do Y wy! 
E rr = (3 (32) 
-— | 
lou ,av _ dudu | Judo , dwdw | 
Ery 2135 4 dzdwy drdy Jg Jy 


15.2 « T7) 
J^ SR XE AA A Ho RA dE SECRET ,位 移 分 量 UVW 是 质点 
的 初 坐标 外 、Y .2 PUER HERAA HERE CER LER P E uow 
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是 终 坐 标 z yz 的 函数 . 
$5.3. 小 变形 应 变 张 量 .转动 张 量 


一 、 小 变形 应 变 张 量 


E EE AR IPSAS] LEE 22 (5.1 22) RI CS 1 2202 XP BEER EIE SE 
数 的 二 次 项 , 则 可 得 到 经 典 弹 性 理 论 中 小 变形 应 变 张 量 的 表示 式 : 


Eg 2 elet U, lg) (5.3— la) 
eu = 5 ue li + ml) (5.3- 1b) 
这 实际 上 是 将 (5.1 一 22) 式 和 和 {5.1 一 23) 式 线性 化 ,使 得 应 恋 张 量 是 位 移 


协 变 导数 的 线性 孙 数 . 

在 经 典 弹性 理论 中 ,假设 位 称 及 位 移 对 于 X (或 x') 的 偏 导 数 是 微 
小 的 ,因此 略 去 了 初 坐标 和 终 爸 标的 蔗 别 ,这 样 , 拉 格 半 日 应 变 张 量 和 欧 
拉 应 变 张 量 的 差别 也 就 消失 .小 变形 应 变 张 量 的 表示 式 是 


e, 7 1l, + ul (5.3-2) 
显然 ,< 是 二 阶 对 称 张 量 . 在 直角 坐标 系 中 
e | e (5.3-3) 
I 2x] 
它 的 展开 式 是 
uy Ou, Qu, 
tu gT? £23 ay' X 93 
E [ou Ou, | l|?u; 2u; 
"e cO Qu ul? 9 2 a9 au? | ce 
1 [2u; du, 
53173 d o 


E2 TÊ: £35 — E33, Ëj 7 El 
二 、 转 动 张 量 


由 (2.2 一 8) 式 可 知 ,小 变形 应 恋 张 量 s [(5.3- 2) 式 ] 旦 位 移 协 变 导 
数 1,( 二 阶 张 量 ) 的 对 称 部 分 . u l, 的 反对 称 部 分 是 
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55.3 小 变形 应 变 张 是、 转动 张 量 : 99 * 


_1 
"EL 


xb AS (5.3-4) 
它 是 一 个 反对 称 张 量 


w, = 一 中， (5.3-5) 


Br(2.2 - 5AA A, dk — f E, EM -A A RE A AAR 
RK Loc U G E OSE PRSE BE B AA E. HF 


w" = -Ew, (5.3-6) 
AFE” 是 置换 张 医 . 将 (5.3 ~6) 式 展 并 , 则 有 


9! - s NT (5.3 72) 
o^, 4,— al) EY {5.3~7b) 
o^ - i; ni | (5.3 - 7c) 


这 样 ,wt 5S u 的 关系 可 以 写成 

w 一 -FE (5.3—7d) 
H(G.6-7),(3.6- 8) X, 

o = og, - Teu u (5.3- 8) 


w' 与 ww 分 别称 为 位 移 场 zx RES m e n et 
将 (5.3 一 6) 式 在 百 角 坐标 系 中 写 出 来 ,可 以 比较 容易 地 看 出 它 的 几 
MEX. 


] 
Una m Ws) 
_I 
a T3035 B Hai) 
1 
z H1 uia) 
FEAH tE w: 


w3 73024 7 uia) 


申 图 3 一 3 可 以 看 出 :导数 u ERI de WRM,- u ERE dr 
的 转角 ,两 者 都 以 道 时 针 方 向 为 正 ,a: 是 这 两 个 转角 的 平均 值 ,因此 ws 可 
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以 看 作 是 代表 体 元 平均 转动 的 一 
TAE SE wg = 一 zi M en = 
0, 这 时 ,w; 表 示 体 元 绕 > 轴 作 刚 
体 ( 微 小 ) 转 动 . 由 此 可 以 得 出 一 个 
普遍 的 定理 :应 变 张 量 EQ 或 ee 等 
于 0, 是 一 质点 的 邻 域 作 刚 体 运 动 
的 必要 和 充分 的 茶 件 ， 图 s-3 


$5.4 相 容 方程 


方程 (5.1~22) 或 (5.1 一 23) 可 以 着 作 是 有 六 个 方程 的 联 立 偏 微 分 方 
程 组 ,车 给 定 应 变 张 量 分 量 , 则 可 由 这 个 偏 微 分 方程 组 决定 位 移 场 的 三 个 
分 量 . 由 于 方程 数 多 于 未 知 量 数 ,显然 ,这 个 偏 微分 方程 若 存在 解 ,应 变 张 
基 分 量 是 不 能 随意 给 定 的 .为 保证 解 存在 ,必须 对 函数 。 GE ) 给 予 某 
些 限 制 ,这 样 的 限制 称 为 相 容 条 件 ( 相 容 方程 ). 对 于 (5.3- 3) 式 表示 的 小 
变形 应 变 张 量 , 其 相 容 方程 曾 由 圣 维 南 (Saint Venant) 推 导出 来 (1860 
年 ) ,并 证 明了 它 的 必要 性 .本 节 先 讨论 有 限 应 变 张 量 (5.1- 22) st 
(5.1 23) 式 的 相 容 方程. 
在 5.1 中 已 指出 ,变形 发 生 的 空间 是 欧 几 里 得 空间 ,因此 与 欧 几 里 
得 空间 的 度量 张 量 (由 ds? = cude de 规定 ) 联 系 的 歼 曼 -HERH N 
尔 张 量 Rin FT 0,Hp 
Ki duoc eT ns eps 
XH y EUEHCYE AERE URBE PE AE ESIOEE c, 计算. 由 (5.1 - 150, 
得 


Cu T gy T 2ey 
因此 可 以 计算 (5.4 一 1) 中 的 克 里 斯 托 费 尔 符号 ,以 gu Me 表示 .但 是 基 
| 十 gU AE - 克 里 斯 托 费 尔 张 喇 RD 等 于 0, 它 是 由 su 表示 的 .将 
Rim ERA PETRE 的 各 项 普 支 ,这 样 , 便 得 到 有 限 应变 张 量 的 相 容 
RAT ,本 书 不 而 推导 将 它 列 出 .读者 可 参阅 参考 书目 [22] 
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$5.5 应 变 张 量 的 一 些 性 质 * 10l > 


B - sirep 
E anion + Efn, kn E bus Lin Ein rn 十 2g PM Ims 十 


pope xpomoemopniemome 
m M RI enc 


2o corp ATI 

APP Hl Te cap Iu ep 
式 中 DIL 、 工 总 分别 表示 基于 gu 和 ew 的 第 一 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 , 它 由 
(3.1—- Ba) GE X. 

震 在 (5.4-2) 式 中 舍 去 er 的 乘积 项 ,并 以 e 代 蔡 。, 则 可 得 小 变形 点 
变 张 量 的 相 容 方程 , 即 圣 维 南 相 容 方程 ， 

En p + En |in 7 Etm |in 7 Emn looi -0 (5.4-3) 
(5.4 一 3) 的 推导 留 给 读者 作为 练习 . 

在 $3.8 的 讨论 中 曾 指出 :在 三 维 空间 , 歼 襄 一 上 克 里 斯 托 费 尔 张 最 
Row 只 有 6 个 不 等 于 0 的 独立 分 量 , 即 Ros R guas Rus Rins Rans 
Ras .因此 (5.4~2) 式 和 (5.4 一 3) 式 各 有 所 个 分 量 方 程 , 即 下 标 Himn 是 
1212,1313,2323,1213.2123,3132 的 六 个 方程 . YE PE f Ae (5.4 - 3) 
式 可 写成 


Erota Ese T Ep fam O (5.4-4) 
其 展开 式 为 
ŽE F E2 T En, u 
261,15 7 Ema T Ea, 
2E2323 7 €55,33 1 €33,22 (5.4-5) 
£13,2 £213 7 £i, 7 £n 
£33.12 T 81223 T E1322 7 €z23 


£15.43 T £13.32 T £12.33 7 £33, 


$5.5 应 变 张 量 的 一 些 性 质 


小 变形 应 变 张 量 8,[(5.3 一 2) 式 ] 是 一 阶 对 称 张 量 ,因此 , 它 的 性 质 
与 应 力 线 量 是 相同 的 .下 面 通 过 与 应 力 张 量 对 比 的 方法 ,讨论 小 变形 
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一 、 应 变 张 量 ,的 主 方向 . 主 值 .不 变量 


利 应 万 张 量 一 样 ,应 变 张 量 e,.(5.3 一 2) 式 | 也 有 主 方向 . 主 仁和 不 
委 量 ,它们 的 推导 方法 写 $4.3 相 由 ,这 里 椒 重 复 , 只 由 有 关 的 结果 号 出 . 
虚 变 张 量 的 特征 方程 是 


(s; — 8$) v, =0 (5.5—1) 
2 存在 非 零 解 的 条 件 是 
det(e, - £8, ) 20 (5.52) 
展开 上 式 , 可 得 8 的 二 次 方程 为 
eredera En (5.5-3) 
AP Joh EAE E AATE Bt EET I o 90 E 
J; =e megy t ep t Eo (5.5 — 4a) 


1 i z 
Ja (ee Ee) tto tfegt t eyed) (5.5-4b) 


Ji^ dete, = Eq) e E t3) (5.5— 4c) 
€, et ve 是 方程 45.5 一 3) 式 的 二 个 根 , 即 应 变 张 景 的 本 征 值 ,也 就 旦 
AFKEER EMA) .将 st ss 分 别 代 人 (5.5- 旧式 ,可 以 求 
由 二 个 本 征 矢 量 wo cvs, vo 它们 是 应 变 张 量 的 主 方向 (主轴 ). 可 以 
证 明 ,对 于 各 问 同 性 旦 性 材料 ,应 变 张 量 的 主 方向 与 该 点 应 力 紫 量 的 主 方 


向 是 一 至 的 . 
和 和 应力 张 虽 相似 ,如 取 应 变 张 量 的 主 方 向 作为 参照 标 架 , 则 应 变 张 量 
HERRER ,形式 为 
eu, 0 0 | 
(e,)7 0 em Ü (5.5-5) 
0 0 E (3), 


2., AAFKE 


| 和 偏 应 力 张 量 相 似 , 可 以 定义 仿 应 变 张 草 ( 或 应 变 偏 显 ) 为 
Ey (5.5-6) 


E; (5.5-7) 


t| 一 


q-— 
式 中 gå EARM EKE., 
侦 应 变 张 量 也 有 主 值 : 


p Lu Eo dl 
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$5.6 应 变 张 量 的 物理 分 量 -m-s 


(qj —€80) 7 85 fim T Em Ga €m £0 Gd (5.5—8) 
Puy sus «eco dE P AL IKE REIHB : 


-etjfuetJ.- (5.5-9) 
AF 
J 17e = Ëi + eu teg 70 (5.5— la) 
ma] ge eg Foy) (5.5- 10b) 
F 3 Z dete, = eu ei Ea (5.5 —- 10c) 


Loda ;是 偏 应 变 张 时 的 涉 变 量 ， 
=, 最 大 前 应 变 , 八 面体 前 应 变 


和 应 力 张 量 相 似 , 可 以 计算 版 大 前 应 变 ( 志 称 切 应 变 )、 信 面体 剪 应 
变 , 只 需 在 最 大 剪 应力 和 八 面 体 前 应 力 公 式 中 ,以 相 度 的 应变 张 量 的 分 量 
代 昔 应 力 张 量 的 分 量 即 可 . 


四 、 应 变 张 量 的 变换 法 则 


KERKE e,[(5.3 一 2) 式 ] 是 二 阶 协 变 张 量 , 当 浴 标 变换 时 , 它 服 从 
二 阶 协 变 张 量 的 变换 法 则 . 设 坐 标 系 x' 作 容 许 变换 成 另 一 新 坐标 系 工 ， 
则 e, 的 变换 法 则 为 


& (x) eux ps a (5.5-11) 
SE REG Ree ELI S6 Rn B) ETT HEr REAL (4. 128] 
Frar 
道 变 换 方 程 为 
z = Bo 
WI e, 的 变换 法 则 为 
&,(z) o eu (2) f, (5.5- 12) 


式 中 g m a; i 


$5.6 应 变 张 量 的 物理 分 量 


pde RE 6,[(5.3 一 2) 式 ] 旺 二 阶 协 变 张 量 ,出 (5.1 一 12) 式 及 (5.1 一 
14) 式 可 知 , 应 变 张 量 由 下 式 定义 : 
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G 一 dS -2e,da' dr (5.6-1) 
d dS? 是 标量 .坐标 的 微分 是 一 个 矢量 ,由 {2.7 一 1) 式 可 知 ,dx' 的 物 
理 分 量 是 ,/g, de (i 不 求 和 ), 它 的 量 岗 是 LAGG- DATSE 


ds? — dS = DOLCE 40896 gp de) 


一 上 | 


(5.6-2) 
由 上 式 , 应 变 张 景 的 物理 分 量 可 以 定义 为 
1 
£(4) ^ £y 一 4 不 求 和 ) (5.6-3) 
a Yna 8; 
它们 是 无 景 岗 的 量 . 
在 正 交 国 线 坐 标 系 ,由 于 go s [(1.7 -3) 式 ], 则 应 变 张 量 的 物 


Apr t E 
Eup T eg" v g^ (Gu ARD (5.6-4) 
对 于 应 变 张 量 的 混合 分 量 ,其 物 埋 分 量 如 下 式 , 诅 者 可 自行 证 明 


NER 
Bug ae (ig 不 求 和 ) (5.6—5) 
Bi 
对 于 正 变 曲 线 堂 标 系 ; 
ein eg, gi (ug TRAD (5.6—6) 


$5.7 圆柱 坐标 系 、 球 坐标 系 中 的 儿 何方 程 


现 将 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 中 用 物理 分 量 表示 的 小 变形 应 变 张 量 与 
亿 移 天 量 的 关系 ! 变 形 几 何方 程 ) 以 及 小 变形 应 变 张 量 的 相 容 方程 列 出 如 
下 .这些 方程 是 由 张 量 方程 (5.3 一 2) 式 和 (5.4 一 3) 式 变换 而 来 的 .在 
3.8 已 通过 平衡 方程 举例 说 明了 如 们 由 张 量 方程 变换 成 在 特定 的 曲线 
坐 杯 系 中 以 物 埋 分 量 表示 的 分 量 方程 .因此 ,这 里 只 列 出 通过 变换 得 出 的 
结 采 .读者 叮 以 作为 习题 ,日 行 从 张 量 方 程 通过 张 量 语 言 “翻译 "成 下 列 分 
量 方程 . 


一 、 圆 柱 坐 标 系 ( 图 1-4) 
MERE & 在 圆柱 坐标 系 中 以 物理 分 量 表示 为 
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ÅP eu eu EnEn En E, IDEE OK ERR D REL BE. 
二 、 球 坐标 系 ( 图 1 一 5) 
EERE u EA ERR PHARD ERRA 


$5.7. 圆柱 坐标 系 、 球 和 坐标 系 中 的 几何 方程 * 105 - 
H= u, €, * ugly T We. (5.7-1) 
AP €, , En €. AB EAS. 
变形 的 几何 方程 为 
due. 
Err 一 ar (5.7 - 2a) 
a ipt (5.7-2b) 
w= ip a 
gu. 
Eu = 3- (5.7 —2c) 
1:194, ug, aug 
fj € 0—— -一 -一 - 2 
mb rəf r dr Ue Sa 
1 93u 12u, 
£g -7 PU (5.1 — 2e) 
Ez E Er dz, (5.7 —21) 
点 变 张 量 的 相 容 方程 为 
g^ E i Ec 3 -— 
338 58r Eng 
Je, 266,  1)t&, 19e, 298c 
" Rus MD LL 
Jz rd0)g r 00^ reor róz I 0 
3'e, de F (reg) de 
n FE O C5. à 有 Z E 
39 " 8r ^ 3r80 o dy, T= 
Je, P qu 19€, P [1 
ago ror ren) rap * 790 (Te ja dias 
te, 3 [| zs à | 1 g 
-一 ~ 一 一 + — — ren = 
ragdz dyrdf re )+ drlrar (res, ) 2373; Eng) Ü 
(5.7 — 3e) 
3'e dg t g 
Pr EN Eton T NN 4 ML 
28 r Um 3,39 Ea) r 3,3z Ea) 一 533; Mo. Ü 
(5.7 — 3f) 
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天 一 HË, T Ue. T H pêg (5.774) 
XP e, Le, .en NÉIER RE. 
变形 几何 方程 为 
Ju 
E= 5 (5.7 — 5a) 
i3 nu. 1 
na i (5.7 - Sb) 
Y dq j 
H, uct q | 2u, 
m Oc vus 二 一 
uu r rsin ø 28 3 
| 19u, du, 4, | 
CEPI 2 NN (5.7 — 5d) 
] 1 Ju,  19u, uot 四 | 
— e eus 5.7—5e 
7? — 2|rsin p 38 r à r ( e) 
| |9ug us 1 9u,| 
三 —- .7 了 一 9 
"oy or r  rsin e 98 M » 
应变 张 量 的 相 容 方程 为 
dg dg F (re ) d de 
—L-r 5 - 3 3 db x 2^ zw) (5.7 ba) 
d aua Or p Jr dr 
sin ur 2 yeu € PE | 
"LU sin qe, * rsin g 3 — 
Ven f )£a 
十 可 一 
E - 2sin g T dn er) T si p io 
E "-" AND d - z5 965 _ 0 
sin peos o P» gn Ea) T 2sin € 38 
(5.7 — 6b) 
1 Ye. de, dE. 2 
sin o oF "Br Je sin pT Sp 
d d E Tey | 
= 4 x Mim = p 
2cot P Fr Eg) | T Ü (5.7 - 6c) 
Jg à 


Eip 


"n PE 
十 = T = ÁSI T 
28. 2sin' Pe rs rsin g 290 ma pe ) 


d de de 
rsin € —— (sin -sin o —-- rsin qcos o -2 =0 
nea ràg PE ng Si p 3g sm q ups 


(35.7 — 6d) 


$5.8 变形 前 后 体 元 及 面 元 的 变化 3197 ， 


a (sin qe) dig 
E *2sin gew * r 455 — wes (sin g€) 一 


e 


J? | S ug | - JEn u 


sin 9 T CIE (sin ge) 7 0 


Jd sin -F 
(5.7—6«) 


9 ,eg, P | E, | ] d 


3p |' dr | apple) emp ce" 


d Eg _ 
sin 的 3. ^s RT —( (5.7 — 6f) 


上 式 中 6s leu EnEn Eu En 2I IEEE] RAT t: 
$5.8. 变形 前 后 体 元 及 所 元 的 变化 


物体 在 本 变形 状态 (初始 构 形 占据 空间 某 区 万 ,物体 内 全 一 点 了 
的 位 置 由 曲线 坐标 "(CK —1,2,3 fx n E d fr RE RP 描述 . 变形 
后 , 原 占 据 区 域 B 的 物体 (质点 集合 ) 进 人 空间 另 一 区 域 p ,成 为 物体 变 
形 后 的 状态 (变形 三 枸 形 ),P 点 移动 到 p, 点 p 的 位 置 由 为 一 曲线 坐标 
x'(k —1,2,3) JEE R B) (or IR p 描述 (各 5 4, 物体 由 5B dE f 
是 连续 的 ,初始 构 形 的 点 X" d IATER u^ 是 - -对 应 的 ,因此 


g'eg xm x (=la (5.8-1) 
上 式 是 可 道 的 , 即 
X" = Xf (r'r, x!) (K=1,2,3) (5,8-2) 


| 3 


这 样 ,在 区 域 B, 雅 可 比 行 州 式 £s 


EO. EHA 


dr dy! da 
ax! ax? axy’ 
o 398 20 a (REB) (8-3 
ECC IET CET d : 
Jg" da^ dr. 
ax ax? dX! 
iC 9 - 1435, (5.8 IRN E R, 
JE ug 7 € 


"P dr d z* 


"o xT oxla“ (5.8-4) 
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fig 3C 
k 
Du X)— x (5.8-5) 
称 为 变形 梯度 9 是 变形 梯度 行列 式 . 由 (5.8 一 1) 式 ,有 


H 
+_ dr 


p 
由 此 可 以 看 出 HR eb RE dX 变形 到 终 态 (变形 后 状态 ) 的 


dax dX“ (5.8-6) 


dr 
ax^ 
SK (I, $ 3.9). 


CLASE BEP PAER AE JS HG Ld RR HIERO 


行 六 面体 体 泡 , 它 的 二 个 楼 边 分 别 为 dQ ,dR ,dS， 
dQ-dQ'G,, dR=dR'G,, dS$=dS"G, (5.8-7) 
由 入. 同一 16) 式 可 知 , 交 面体 体 元 的 体积 为 
dV-dQxdR-ds-dQ'agR'ds*c ,, (5.8-8) 
线 元 dQ ,dR ,ds 变形 启 成 为 dg,dr,ds, 


线 元 dz, HI 


Ti XE T MS EE ,因此 称 为 变 形 梯度; 它 是 两 点 


da EE. z* 


i dr I E J b „K 
dq 753749 4 dr = Fd 3 ds WE dS 
(5.8-9) 
TER, dg ,dr ,ds 为 楼 边 的 体 元 的 体积 为 
dv =dg Xdr:ds-dg'dr ds €, 
- ADag ast 25 92 aa - 
dQ dR dS 3X'3Xlax 8» (5.8— 10) 
HH (5.8 — 4) X48 
Jay Jy grt 
3X'3X/3xF S e fe wx 
因此 
dv =dQ dR dS" E€ p f= $dV (5.8-11) 


ERRA, s 表示 变形 前 后 体 元 的 体积 之 比 . 若 急 始 构 形 物体 介质 的 密度 
为 py ,变形 后 的 密度 为 p, 根 据 质量 宁 恒 定律 ， 

pod V = odv (5.8- 12) 
HIC. 8 - LHRICS 8 — 12205 A 
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$5.8 变形 前 后 体 元 及 面 元 的 变化 109: 


(5.8-13) 


已 知 p RT R Si n AAEE E I E G9 vhi 6 zr eL (0 35 WE 
初始 构 形 ,有 过 了 总 的 两 线 元 dR. dS, 
dR =dR'G,, dS-dsS*G, 
变形 后 ,P AHMAN p, BI dR ds 对 应 的 线 元 分 别 是 dr ds. TEM 
始 构 形 , 面 元 dA& 为 
dA -dRXdsS -dR'G, x dS*G, 
-dR/dS* C jG (5.8— 14) 
面 元 dA 的 协 变 分 量 为 
dA, -dR'dS* € jr (5.8 — 15a) 
由 可 写成 
NidA - dR'dS* € 4 (5.8 — 15b) 
AGB N A dA 的 单 售 外 法 矢 ,qA 为 而 元 dA 的 面积 ,dh = NdA. 变形 
后 H2 76 dr ,ds 为 边 的 面 元 为 
da=drxds=drds Eg (5.8- 16) 
而 元 da 的 协 变 分 量 为 
da,=drids € ,, = n;da (5.8- 17) 
AH n H da 的 单位 外 法 矢 ,du 为 面 元 da 的 而 积 ,da ^ nda .将 (5.8 - 
S)ABUS LEAST YA fi 


Jr gag 
da, = 3x 5 uraR d8* €. (5.8—18) 
+ gap 
将 FAGEEUEIGBSE er 
dr dz d "ESI 


ax ü, 73x 3x/axrdR dS € 


= j€ dR dS* = fdA, 


B 
da EM 
x da 7 AdA, (5.8— 193) 
uy, 
aa : 
7t, da = £N,dA (5.8— 19b) 


IX 
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* 110 * 第 五 章 应 变 分 析 
由 此 可 得 
] ri 
da, =" -jih (5.8— 20a} 
dr 
或 
3 1 
a da = EE (5.8 — 20b) 
oq 


$5.9. 大 变形 的 应 力 张 量 


在 变形 后 构 形 中 取 微 四 面体 元 {图 5 一 4), 它 的 楼 边 是 经过 p 点 的 坐 
标 临 线 上 的 线 元 如 , pb. pc. MI da LINRA dF, Wy da 的 协 变 分 
EÉGdgaG71,.2,33€(8 84.1). E p GR B9 73 SEE o, (4.1— 6) 
Xd 


dF = g” da, — o"n;da (5.9— 1) 
图 中 = 为 面 元 da 的 单位 外 法 入 .a" 是 在 变形 后 构 形 工 定 义 的 , 称 为 欧 拉 
应 力 张 量 ,代表 真实 的 应 力 . 讨 论 小 变形 问题 时 ,由 于 位 移 和 位 移 对 X 
(或 z) 的 俩 导 数 ( 或 苏 变 导数 ) 是 微小 的 量 , 因 而 可 以 略 去 变形 前 后 物体 
构 形 的 变化 , 艺 略 去 初 坐标 和 终 坐 标的 其 别 .因此 ,可 以 取 变 形 前 (初始 构 
形 ) 单 们 面积 上 的 力 为 欧 拉 应 力 ( 真 实 应 力 ). 在 大 变形 问题 中 , 则 必须 考 
不 变 形 对 物体 构 形 的 影响 ,但 变形 后 的 构 形 是 未 知 的 (待定 的 ). 为 了 研究 
| 方便 ,将 作用 于 变形 后 物体 面 元 上 的 力 矢 量 假想 地 按 其 种 方式 作用 在 初 


始 构 形 对 应 的 面 元 上 ,所 产生 的 应 力 称 为 “名义 应 力 ”, 在 初始 构 形 上 和 确定 
名义 应 力 之 后 ,根据 蕊 条 的 一 -一 对 应 关系 ,就 可 求 旧 作用 在 变形 后 物体 上 
的 真实 应 力 . 

(5.8- 19b)3R 28 4 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


$ 5,9 大 变形 的 应 力 张 量 ” Hlc 
了 = £N;dA (5.8 - 19b) 
AF dA 为 与 面 元 da 对 应 的 初始 构 形 中 面 元 dA 的 面积 ,N 为 dA 的 单 
位 外 法 矢 . 将 (5.8 一 RENI ,有 
IX A 
3 Ed da = PE F da 
Bil 
I 
n da= f en (5.9-2) 
将 (5.9 一 2) 式 代入 (5.9 一 1) 式 ,有 
dF = (5.9—3) 
e 
T's j2X s ( ) 
E 5,9—4 
将 (5,9 一 3) 式 等 号 右边 的 求 和 指标 工 更 换 为 太 风 有 
dF' = T"N,dA (5.9-5) 


T Fg RTRM E WEHE, EAR Br UR ir — ER (Piola Kirch- 

hof ir JjsK & . H8 (5.9 — DATUA, T EERE LEXAN 
ht 23.5.9 - aX 

Uu 7 T Lm 

(5.9- 4) 式 去 明 拉 格 闭 日 应 力 张 基 T 不 是 对 称 张 量 .将 TY 作为 初始 构 

形 上 的 应 为 张 其 ,在 建立 本 构 方 程 时 ( 见 第 六 章 ) 是 不 合适 的 .因为 8S.1 
指出 :应变 张 量 总 是 对 称 张 景 ,这 就 要 求 应 力 张 量 要 有 对 称 性 . 

TF sLACSUBEIS) hz 7] E E -—— HEAR AE E71 CER LES S HER 


HO GREURB EE MC. su nig 


(5.9-6) 


aX. IX AIX, 
ay ar do Ca 
e 
axi. 
S! = 和 (5.9-8) 


则 有 
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ax!ax! 
S" a (5.9-9) 


AF S 称 为 基 尔 起 夫 应 力 张 晤 ,或 第 二 类 皮 奥 拉 - 基 尔 需 夫 应 力 张 量 - 
由 (5.9 一 9) 趟 可 以 看 出 ,S” 是 二 扒 对 称 张 量 . 由 (5.9 -9) 式 有 


， : 
PUES C .9- 10 
c j JXF2X (5 ) 
对 于 直角 坐标 系 有 
aX 3X,20X; 
Ty — f 3170» * IJ =; dm, d mm (5.9— 11) 
] 3x 1 sx. du 


J ^ E J a 
9.7 FIX, DM Ga T 49Xy 2X, Tw KL (5.9 12) 


对 于 非 线性 弹性 力学 问题 ,有 拉 格 半日 应 力 张 量 的 平衡 方程 和 边界 条 件 ， 
以 及 基 尔 震 夫 应 力 张 重 的 平衡 方程 和 边界 条 件 . 这些 是 " 非 线性 弹性 理 
论 "讨论 的 范围 


B 题 
1. 推导 欧 拉 应 变 张 量 形 示 式 
eu 7 3 Gli ula i irs 4x du) 
2. WEB EU ds 的 仲 长 率 ej 17 1-72e, [6.2 - 10) 式 ], 蛮 形 后 相互 正 交 的 


两 个 线 元 ds ,ds 在 变形 前 的 夹 角 为 本 — Bis 


Ze 
Ll Reny 1 一 之 eiz 
式 中 £u 2632 65; IEEE DERE FEHI. 
3. 小 变形 情况 下 转动 矢量 o Cre sh 3E BERT I 488 A EO SARRE u 之 间 的 关系 


为 
æ= curl u (5.3 —- 66) 
求证 :在 正 交 曲线 坐标 系 中 转动 矢量 {以 物理 分 量 表示 ) 如 下 式 : 


四 二 cur T RENT m gau) get i a9) fe * 
2 En El 


可 
p" gu uU) 30 Au u) Jes * 
Sng h i 


[ 可 - d — 
— — gx Eu) - eG ga) fes 
2 / gugn LOT dr 


se 
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4. 由 直角 坐标 对 中 的 小 变形 应 变 瑟 量 表示 式 (5.3 一 3 ), 通 过 消去 位 移 先 量 u, 
WES. HS Qi E o EE HR PB EE REG. 4—5)xX. 
5. EER IP pr or DETESEC EE ELA 7; BE 5.4 - 4) 的 展 堪 式 为 


- 一 
B4 Senga T E: T £352; -U 


S; Zea T £53,417 £51,355 - D 
$3 72€, ^n, ^ tml 7 0 
Sia — Eann te Em Ena c 
Ša En t £n 7 83,5 Ea” 
S4 T Ema 822: 7 £15 7 Ena 7 
求证 :以 上 各 式 并 不 是 彼此 独立 的 ,它们 满 是 以 下 条 件 : 
Sua Spa t 54470 
Saad Sya + S213.3 = 
Saa Sa t Saa 
6. 从 张 量 方程 (5.3 一 2) 和 {5.4 3)1 式 出 发 ,推导 平面 极 坐 标 系 中 以 物理 分 量 表 
示 的 变形 几何 瞩 各 和 应 恋 张 景 的 相 容 方程 . 
提示 :在 推导 相 容 方 往 前 ,应当 推导 二 阶 张 量 A 药 二 阶 协 变 导数 ( 即 ALL |, ) 的 
计算 公式 . 
7. 从 张 量 方程 (5.3-2) 和 (5.4…3) 出 发 ,推导 加 柱 坐标 系 中 以 物理 分 量 表 未 的 
变形 几何 方程 (5.7 -2) 和 应 变 张 量 的 相 容 方程 (3.7 一 3). 
8. MIKEA ERG. 2) 和 (5.4 3) 出 发 , 排 导 球 坐标 系 中 以 物理 分 量 表示 的 蛮 
形 几 何方 程 (5.7 一 5) 和 应 变 张 量 的 相 容 方 程 (5.7 6). 
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第 六 章 ”应力 一 应 变 关系 


$6.1 上 广义 胡 死 定律 .弹性 张 量 


一 、 弹 性 张 量 


应 力 ~ 应变 关系 是 材料 的 力学 性 质 的 数学 描述 ,也 是 表示 材料 力学 
性 质 的 物理 方程 . 

现 讨 论 线 弹性 材料 .应 力 张 量 的 分 量 中 是 应 变 张 量 分 量 e， 的 线性 
mn . 


o? = E". (6.1—1) 
RERE IP] 5f PE PR 8917 38 ERE GE (6.1 - DoREM o" ES Br 
it ,右边 的 eu, E Ep gie SK RE E E SUE E RR :个 四 阶 逆 变 张 量 ， 
称 为 弹性 张 量 .上 标 d. lom 的 范围 部 是 1.2.3, 因 此 E" 3-81 个 
分 车 .由 于 材料 是 均匀 的 ,Ew 不 随 坐 标 而 变化 ,所 以 它 的 分 景 是 常数 , 称 
为 弹性 常数 . EU 的 81 个 分 量 并 不 是 彼此 不 同 的 .由 于 = or[(4.1-~ 
BIAG, Tl o" — Eem ,o" — E] en , 轩 此 有 


Emap" (6.1-2) 
HF em 76&6[(5.3- 2) ], lj 
ges E". - Re. 至 ae 
上 式 第 二 个 等 号 左边 m 都 是 哑 指 标 , 因 此 可 以 扎 换 ,成 为 该 等 号 右边 
的 表达 式 , 这 样 , 便 有 
Leepa (6.1-3) 
综合 (6.1-2) 《6.1-3) 式 , 则 有 
下 “有 (6.1—4) 
上 式 表 明 , 在 每 对 上 标 ij ZBA m 之 间 , 可 以 分 别 交 摘 次 序 . 这 样 ， 
EY WER i. 8 Lom 各 只 有 6 对 不 同 的 数 :1 .1,1.2,1、3,2,2,2.、3,3.3， 


所 以 E'" EZA € -36 4 TRA) E. 
由 于 应 变 能 密度 的 存在 ,E”” 的 不 同 的 分 量 数 将 进一步 减少 . 


ss 
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86.1 广 党 胡 克 定律 . 阐 性 张 量 x 


| 二 、 弹性 体 的 应 变 能 密度 


考虑 到 外 力作 用 于 弹性 体 是 缓慢 的 加 载 过 程 ,物体 的 动能 和 因 弹 性 
变形 引起 的 热效应 可 忽略 林 计 .这 样 ,外 力 在 物体 变形 过 程 中 所 作 的 功 全 
部 转化 为 变形 势能 储存 在 弹性 体内 .外 亡 部 载 后 ,变形 势能 拿 部 释放 出 来 
使 弹性 体 恢 复 到 初始 状态 . 

韦 计 算 外 力 在 物体 溉 形 过 程 中 所 作 的 功 ASA E EET. 
too dde u Ce EDU u CO + du, MEEF dudt EJ FA 
REAN PA HESTE RI A 


| F-dudV+ | P-dudS- | oe | P'duds 
v 5 v 5 


ERP, V HS 分别 是 物体 的 体积 和 表面 积 , 9871 h 0 XE BECAS ECL, 
位 移 场 由 0 初始 状态 ) 增 大 到 最 终 变 形状 态 us 9I DS ETE I 0) 2 


A- | | FdudV* | P du dS) (a) 
th v 5 


| P'du;dS =f on,du,ds = | (s"du;)|l,dV 
s s y 


= f (a| du, t e" dul, )dV (b) 
特 (b) 式 代入 (a) 式 ,由 于 {4,2 一 2) 式 ,可 得 
A = M c" du, |, dV 
ü v 


". al 
= | | du lt du | dv 


= | | edesdv (e) 
AP e" 为 相应 于 位 移 场 &, 的 应 变 场 . 求 A 对 体积 V 的 导数 , 则 
a In o” de, (d) 
FEM EBE SE HE ERG W Ce, ) ,使 
A) ge (6.1-5) 


U 


则 (d) 式 右 端 的 被 积 函 数 成 为 全 微分 


| 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
FE SAS EN- 应 变 关系 
" 
a^ de, = Arn =d W (e) 
' 3e, 
这 样 

dA f% u E 
dV Ji dW= W(e,) W(0) (f) 


AP WOR Wis ) 分 别 表示 物体 在 初始 状态 和 变形 后 状态 的 应 变 能 
密度 . 泵 10) 的 值 并 不 重要 ,我 们 关注 的 是 W Hha HES WO = 
0 ,可 得 

W(e;)7 N a" de, (6.1—6) 
(DAAA: CO. 物体 在 变形 过 程 中 储存 的 应 变 能 密度 等 于 单位 体积 的 外 
2123123. 物体 内 的 应 变 能 密度 只 与 物体 的 初始 状态 和 变形 后 状态 有 关 ， 
与 加 载 过 程 无 天 ,因此 , W (e )0(6.1 -6) 式 ] 是 一 个 状态 函数 ， 

对 于 线 弹 性 材料 ,应 力 一 应 变 关 系 为 (6.1 一 1) 式 ,这 样 ， 


W(e,)= | ' E""e, de, (g) 
D 


由 于 庶 变 能 密度 与 加 载 过程 无 关 , 可 以 认为 外 力 按 比例 丰 载 ,应 变 张 量 的 
各 分 量 以 相同 比例 a 增 大 ;a 由 0 HKE 1, ae, ,as 由 0 分 别 增 大 到 终 
值 6, ,sm .这 样 ,对 (8) 式 积分 ,得 


1 
= i 
W(e,)> | E"?"ae, c, da 

n 


1 Epiri 
aae €iy t5 (6.1 —- 7) 


因此 , W (e, ) 是 应 变 张 量 分 量 的 二 次 齐 次 式 .对 WW(e,) 求 二 阶 连续 偏 导 
数 , 由 于 求 导 次 序 可 交换 , 即 


2 [(2W]| 3 (0W 
| QE, Jey — Je, Ep (3) 
DU 

à ij | ag” | 
| je, Be (j) 
g^ 2 EU Ík) 

| 将 (6.1 一 七 式 和 (k) 式 代 和 0) 式 , 得 

n fm 

Ev" 一 5 dg” = EY (i) 


HE 
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RII 
E" = pE” (6. | E 8) 


这 来 朋 , 除 (6.1 一 4) 式 表示 的 对 称 性 外 ,EY 的 一 对 十 标 六 和 另 一 对 上 标 
im 可 互 换 ,而 其 值 不 变 . XXE, dT E Su EE TELE" P Ru 
量 数 日 从 36 个 减少 到 21 个 ,这 是 各 向 异性 弹性 体 的 弹性 张 量 的 不 同 的 
分 量 数目 . 


36.2 各 问 同 性 弹性 体 的 弹性 张 量 


各 向 回 性 弹性 体 是 指 物 体内 各 点 在 各 个 方向 上 弹性 性 质 是 相同 的 . 
对 于 种 回 同 性 暗 性 体 , 弹 性 张 量 EY 的 不 同 的 分 尾数 将 减少 到 只 有 2 个 ， 
全 节 对 此 加 以 证 明 . 让 明 时 采用 直角 坐标 系 ,但 仿 用 上 标 和 下 标书 写 , 得 
ti 09 £8 PF EGRE E Kom ,这 样 可 适用 于 各 种 遇 线 坐 祭 系 

设 巨 角 坐 标 系 > 绕 原 点 旋转 ,( 作 正 交 变换 ) 变 换 为 新 仅 标 系 mE 
换 方程 为 


zt - gg (6.2—1) 
APERAR o 是 坐标 轴 z iz 方向 的 单位 矢 旺 间 南 角 的 方向 余 菠 ， 
所 (1L.10 一 2) 式 ， 


ai, = cos (z'.z^) (6.2—2) 
坐标 系 作 上 述 变 换 时 ,弹性 张 量 p 变换 法 则 变换 : 
E""- = a! a a" E^ (6.2 3) 


Deis e ER EU. Ji E" Jur *4 (e P8 A E, BI A6 y. 
系 旋 转 后 ,弹性 张 量 E" 变换 为 自身 . 

将 坐标 系 绕 = 轴 旋 转 180”, 则 下 (6.2 一 2) 式 可 入 ,ee 的 9 个 分 量 中 
只 有 以 下 3 个 分 量 有 位 : 


1 _ 2 a du 
21 三 一 上 ， qul. aj-—l 


MR 6 THEA O. 

右 指 标 i dadim E FAEM: 

CL) 指标 中 的 任何 3 个 等 于 1 , 另 一 个 等 于 3; 

(2) dE EI DBIERIS T3 2,55 — 7 F3; 

(3) 指标 中 的 任何 2 个 等 于 1. 另 2 个 分 别 等 于 2 和 3; 

(4) 指标 中 的 任何 2 个 等 于 2, 另 2 个 分 别 等 于 1 和 3; 
则 由 《6.2-3) 可 知 , 在 上 述 四 种 情况 的 任 一 情 阅 下 市 

E?" c E? 


* 1i8 ， 第 六 iud 应 力 EXA 


这 与 物体 的 各 向 同性 性 质 是 矛盾 的 ,因此 在 上 述 几 种 情况 下 ,必然 足 
E" =Q 
将 坐标 系 分 别 绕 z' 轴 和 > 轴 旋 转 180", 可 得 出 类 做 土 述 的 结果 .由 
些 结 果 , 并 根据 (6.1 一 8) 式 , 则 FW 不 等 于 0 的 分 其 是 以 下 9 个 : 
pu per poe 
p"? ". pe 
prs ， pen ons 
将 坐标 系 绕 i^ 二 旋转 90, Rh (6.2 二 2) 式 可 知 ,w 的 9 个 分 量 中 
只 有 以 下 3T ARE FO, HI 


TN 2. 3 
a&;7 —1, a1—1, ai71 
由 6.2 一 3) 式 可 以 得 出 以 下 的 关系 ， 
EUP = p77 
p -EUS 


us E pee 
FERRANS = 轴 和 = 轴 旋 转 9%" ,可 得 类 似 的 结果 .将 这 些 结 
AIDE ,可 得 以 下 的 关系 式 ， 
EU! = p2? = F333 
EUZ = F233 = Fl 
EUL 一 E” > pe 
这 样 ,E” 的 不 等 于 0 的 不 同 分 量 减少 到 只 有 3 个 ,分 别 以 ET E”, 
EE “表示 它们 .这 样 ,应 力 - 应 变 关系 {6.1 一 1) 式 可 表示 为 
11 = $ Ee 十 Ex) 


| -E"U. We (gi u puse. (6.2 4a) 
S cB e UES E ea (6.2 4b) 
=E" ab CEU. (6.2 — 4c) 
| 0 = EV" (e,  e4) -2bE" e, (6.2 — 4d) 
g? -2gpE"",,. (6.2 — 4e) 
g” —-2E""eg, (6.2— 4f) 

| 式 中 
Emm T En | E22 | 6g (6.2-5) 


将 坐标 系 绕 = MRANA ER 8 A , 则 变换 系数 a, 为 


AEEEUEENEUEEGDUNEEDESS GENERALI CC D MEM UEC EE MEE TOM MAINE St EE (p CU SC CURE MUR TL SN n CH RUE C n m E aM DEO 
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386.2 各 向 同性 弹性 体 的 弹性 张 最 * 119 ， 


Qa] = cos D, a,—sinÜ, oi-0 
ai= sin f, ai=cos8, a1=0 (6.2-6) 
«1 =0, a3 =0, ai=1 
按照 应 力 张 量 的 变换 法 则 14.1- 12) 式 和 席 变 张 量 的 变换 法 则 
(5.5~12) 式 ,在 新 坐标 系 z 中 ,应 力 分 量 5 (z) 和 应 变 分 量 e" (z) 分 
别 是 


Ec TEF 22 2o No. 
6 "^(z)- -ag sin eos B * c^ cos sin 8 + a "cos Ü — a^ sin Ó 


— - 3G - o” )sin 28+ a" cos 20 (6.2 — 7) 


&£y(z)7 - (en - i )sin 20 + &j;cos 28 (6.2-8) 
AP bk 3 ef I o PA E ELTE PRTE PE, EV a MERER AE, E TF XE 
XB : 
c" (z) -2bEU? g, (x) (6.2-9) 
5 (6.2—7).(6.2 - S)XRMEÀ ER, 15 


- iG" — g” )sin 28+ a" cos 20 


-2pP5 — iC, — e» sin 20 + £ peos 20 


出 (6.2 一 4d) 式 ,上 式 化 成 
sa —g? x2bE"" (gi —g,) (6.2 — 10) 
Hr(6.2— 4a)s BE (6.2 一 4b) 忒 ,得 
g! " s" -(El!-—g'2)(g en) (6.2— 11) 
I7 (6.2 - 10055 5 (6.2 - 110 X IT f 
pl —-Ep'?-»pu (6.2 — 12) 
由 此 证 明 , 对 于 各 向 同性 弹性 体 , E" HS ECT O 的 独立 分 量 只 有 2 
个 .如 以 4p 分别 表 示 这 两 个 独立 的 弹性 常数 ， 


PE ES (6.2— 13) 
jp pru (6.2 — 14) 

Du 
à*25y2Ep' (6.2— 15) 


A.p 称 为 拉 梅 常数 . 
归纳 以 上 的 讨论 结果 ,可 知 弹 性 张 量 E" 894) Hg 
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ÀàtZu 一 7 
E" - À i-gxi—m (6.2—16) 
H i-iXj-m 
EATS SE BAUR X: 
E” = A9"8" + u(8" 8" - 8^8") (6.2 — 17) 
这 是 直角 坐标 系 中 弹性 张 量 的 表示 此 .在 直角 坐标 系 中 ,度量 张 量 就 是 克 
D A TRE SE ,因此 可 将 上 式 中 的 克 多 内 克 符 号 疏 换 成 度 綦 张 量 : 
E?" = Ag"g^" + n( gg" + gg) (6.2— 18) 
(6.2 - 18) 式 是 以 普遍 张 量 表示 的 弹性 张 量 , 它 在 各 种 曲线 坐标 系 中 成 
AL. 
H1(6.2 — 18) R WEA pig "EE RESP: 
c" = (Ag'g" + plg ^g" + g"g")]e,, 


= Age? t 2 ue" (6.2 — 19) 
IGKP ZI UDBEAR HE SK dE g , 则 可 将 指标 了 了 下降. 更 换 指标 后 ,可 写成 
a, = Àe, 0, * 2ue, (6.2 —20) 
xm 
e" =e teite] (6.2 一 21) 
各 在 (6.2 一 20) 式 中 令 5 =;i ,进行 缩 并 ,可 得 
e, = (3A+2 pe (6.2=22) 


HEC6.2 - 22) AL (6.2 200 5, UT 18 
2 ue! — "3 (6.2 -23) 
式 中 
8^ =g toto (6.2 —24) 

(6.2-20).(6.2 232 AEJ AH REGE f LB 33 UL P TE JE EROR EH 
Kd Je A ULDELTTSK BERo WEE KE AA ATIE 3 REESE GR 
表示 的 ,它们 在 各 种 曲线 化 标 系 中 成 立 . 而 拉 梅 常数 4 ,x 与 坐标 系 的 选 
择 无 关 ， 


$6.3 弹性 常数 的 物理 意义 


为 了 便于 说明 弹性 常数 的 物 埋 总 六, 在 本 节 的 讨 沦 中 ,应 力 张 量 的 分 
量 和 应 变 张 量 的 分 莉 均 采用 直角 坐标 进行 措 述 ,因此 ,在 本 节 的 讨论 中 ， 
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$6.3. 弹性 常数 的 物理 意义 : 121 ， 


T£ J] SK EURO iE 2E UK E BS HR ESSI Ps. 
一 、 单 向 拉 伸 


设 物体 沿 I 方向 豆单 疝 拉 伸 ,应 力 张 量 os 的 分 量 只 有 = 天 0 ,其 余 
的 分 景 均等 于 0. 由 (6,2 一 23}) 忒 可 得 : 
À Ha LET 


lm omi UE 
这 样 

Fn (3A +2p) 

£j Atu 

E 称 为 杨 氏 (Young) 模 号 (弹性 懂 量 ) , o Bj prp SUPE ES Gb LE 0. 
由 (6.2~23) 式 及 (6.3 一 1) 式 可 得 


À ÀH 


=E (6.3-1) 


2 E27 = A 二 ea 一 E. pg 
因此 
= 一 Ee (6.3 —22a) 
Eu 2 A t n) " ` t 
FLENI fg 
Ez 
二 (6.3—2b) 
E 11 


由 (6.3 一 2a.b) 式 可 知 , 受 轴 向 拉 伸 的 试 件 ,其 侧 向 收缩 ,侧身 应 变 等 于 常 
XC "与 轴 向 大 变 的 乘积 并 年 以 负 号 ,>0. 常 数 
| À 
die cos (6.3-3) 
WR AB 8s (Poisson) IE. 
H(6.3— 1): RICG.3 — 3) XS u[ AL, BORSE As 可 以 用 杨 氏 模 量 五 


RIRE.» KER: 


> Ev 
1 Fa (1—2v) (6.3-4) 
We E. 


— ig 


设 物体 内 应 力 张 量 ec, 的 分 量 只 布 cu = 0, 关 0, 其 余 的 分 量 均等 于 
全 , 则 由 (6.2 一 20) 式 得 
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Giz — 2HE 
Rj 
i O91 前 应 力 - . 
Zen Ys ^ CETBSTSOECC eo) 
常数 G ERAJ op zd paf] Ef E I EAE y» ct. Se uy 
UB R G0. 


(6.3-7) 


三 、 和 静水 应 力 状态 


所谓 静水 应 力 状 态 是 指 Si 795704 7 P.05705204 — 0, BET] 
体 各 方向 均 名 受 力 ,由 (6.2 一 2) 式 可 刻 
pa es = Ke, (6.3—8) 
在 小 应 蛮 情 况 下 ,se = en teg Fe - DEBUSE,BI o HERES Py Dc hi 
体积 变化 .因此 (6.3-8) 式 称 为 体积 应 变 定 律 ,常数 OK 称 为 体积 模 量 ,由 
16.3 一 4) 《6.3 一 S) 式 得 ， 


34 十 了 1 E 


K= (6.3-9) 


这 样 (6.3 - 8) u] 23 pit 


E mm TE E (6.3 - 10) 

如 物体 三 向 受 拉 , 则 o, 0,0, 20,04 20, p 20, R, PERR, 
e, 20. BE K 0. 由 (6 3-9) 式 可 知 
1 


<3 (6.3— 11) 
由 此 可 知 ,vy 有 上 下 限 ， 
0< ,< 了 (6.3 12) 
| 这 样 , 由 (6.3-4) 《6.3 一 5) 式 可 知 
A>0), 4>0, (6.3 — 13) 


(6.3-1).(6.3-3)—(6.3- 5).(6.3- 1),(6.3- 0) 4 do Uk 
ERE GK Sag 的 关系 ,各 向 同性 弹性 体 只 有 两 个 独立 的 弹性 党 
BE v GLK 中 任 一 常数 可 由 另外 任意 两 个 常数 才 示 ,它们 的 关 
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$6.4. Sig] TESETEDE B P^ V. AR Se E E | B3 
Au FE r.i EMERP RERE Em E 和 泊 松 比 5, 或 拉 梅 常数 
A 4. 现 将 它们 之 问 的 类 系列 出 如 下 : 


— Evy Cr 
(I*:)00—2») - D52* 
= E =S 
PSNI Y 
" E 
QE-2G. à 
" IG 2(A +p) 
"nano |. 3A 472g 
K 230-2, 3 | 


$6.4 省 问 同性 弹性 体 的 广义 胡 克 定律 


(6.2 一 18) 式 是 以 拉 梅 常数 A、y: 表示 的 漳 性 张 量 . (6. 2 - 20). 
(6.2- 23) 式 是 以 4 ,py 表示 的 广义 胡 克 定律 .由 {6.3 一 4)、(6.3~5) 成 ， 
弹性 张 量 E 和 广义 胡 克 定律 也 可 以 用 弹性 常数 上 v EUR. 
ipm o. E | 2v om ? "n im 
E Sa E| e" te tang] (64-0 
j= E | 2 
a = xl3—5.8 
2(1*»)11-2v 
B E " lv ym 
DOMI nC E tinm DL g 7; se CRI E EE EE 4r Ap ON 


gom HO gra impo jg 


5 tgg tg 8 2 


- 


: E : mu 
e, "ades 6 十 ena | (6.4— 3) 
对 上 式 进 行 缩 并 ,得 
e; 1 8 (6.4—4) 
将 上 式 信 入 (6.4 一 3} 式 ,得 
Ee; — (1* »)o) — u7 à (6.4 - 5) 
(6.4—-332,(6.4 - SAX ELE ERE E Lv 表示 的 广义 胡 克 定律 ,前 者 以 
应 变 表 未 应 力 ; 后 者 这 应 力 表示 应 变 . 它 们 是 以 普遍 张 量 表示 的 ,在 各 种 
曲线 坐标 系 中 部 成 立 . 
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TE [T £8 Ae b rn , 张 基 的 道 变 分 量 与 碾 变 分 量 的 差别 消 失 ,因此 广 尽 
衣 克 定律 16.2-20). (6.2-2 (6.4-3), (6.4-5) 式 应 用 于 直角 坐 
标 系 时 ,ar ,el .全 可 分 别 写 成 cs 、 .这样 ,上 述 (6.2 一 20) 6.2- 
23).(6.4— 3) 48(6.4 — EAE EL PR Bob Xs rH op EG MA BRL TI 


ER: 
du T AEmm TZUE, OTRE 
0x 二 Aenm t 2503, 037 2 65; (69$) 
Gas 7 Agmm t 21H83) 031 一 人 HE3 
式 中 
En = £11 + £52 十 £33 (6.4 — 7) 
"-— gn /— A 5 -— 912 
ll Ju EF, t2u) mur o? 12 Àp 
ES Tir — À J : 83 (6.4—8) 
= Ja 2At 2u) "** 9 2g 
3 BL o & SEI 93i 
i3 m 2u(3À *t2gu) mar I EI m 
式 中 
Gam I T 05; T Ga (6.4 79) 


E 二 - 
PETI lt*v E ] 2j >» Fj [i 


-E y EM (6.4 — 10) 

sa peut pn - mumga 
G3 = E € 33 十 ， O4 7X1. 
1-4 v A 1-2v Mm E 1+ v 


Ea 
ol Ea 
£1 =pl F ilaj VO um 3 E12 E Iu 
1 | I+ - 
£55 = 到 [tl 十 v9; T WI anm js E24 一 —p om ERU m 
l- ] l+ 
es3 = (lt vas™ vo], Ea = fy 


TE TE 35 Bh £E A nj a RAA 7] 9E AA AE E 0 LA E, 
SL EB ERRERA. 200 (6.2 23255 ,3x (6.4 32 (6.4 5) XX. 


E 题 - 125 - 


$6.5 候 应 力 张 量 与 偏 应 变 张 量 的 关系 


(84.6518 5.5 中 分 别 定 久 了 仿 应 力 张 量 (4.6-1) 4.6-2} 
AJAR ERKE [05.5-6). (5.5-7) 式 ]: 


ti 
Ss, -OoOp 


IH (6.3 — 103 3$ ET 55 h 


7 (6.5-1) 


由 !16.4 一 3) 上 纪 可 得 
Ele tq) - (11 )(s cp) - 3p, 


-(1rÀst(1-258S (5.5-2) 
将 (6.5 一 1) 式 代 人 人 {6.5 一 2) 式 ,可 得 
Fe = (lt ys (6.5-3) 
D 
S161 (6.5-4) 


1 
jx fi E a E t s gium Ee 之 间 的 关系 . 
| J m 


L ERTA RN 已 的 应 力 张 量 为 
| (100 75 80) 


(07)— | 75. #6 150| X 105 Pa 
(80. 130. 1205 
i|. P en dESKEE.E-20x10" Pa,v -0.3. 
2. 一 - 周 休 内 的 位 称 场 为 
| u -erl, u^ - ry, u — r 
AHP e AIR. 为 常数 .计算 以 LE demit nde Bp E713 UL (d 4$. 
3. RIERA IB RIP ,各 向 同 性 给 性 体 的 广义 胡 克 定律 可 写成 以 下 形式 ; 


EU EE 
H ah 46-12. http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
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BE. T Fa T E-A + Ta) 
Ee, E vis, 6,. ) 


O c wig. tu 


2Ge. 70, 
Gen = 5, 
ZGt,, E Fer 


4 求证: 应变 张 基 的 主 方 疝 与 该 点 应力 张 旺 的 主 方向 - 致 ， 
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$7.1. 方程 的 汇集 


本 书 第 四 一 六 章 讨 论 了 应 力 分 析 、 应 变 分 析 、 应 力 一 应 变 关 系 . 现 将 
这 二 方面 的 方程 综合 列 山 . 


静 力 方程 (平衡 方程 
"| ,+ F =0 (物体 内 部 ) (7.1-1) 
P=a"n， (物体 表面 ) (7.1-2) 
几何 方程 


MEE GARRA.: 
OR A aa 《7 了 .1 一 3) 


1 [4 
Eu mmy Gn Lot md tn du PF (7.1—4) 


相 容 方程 : 
ein io 十 Eimiin  Ebm,a Ele im 


ry Le) patur) gipet — {el piel — 
2g TF. T D a ZI 


"nis 


Dn MEO UE 


kmr duro! 


十 


1^? 


im 
人 


rt dms 
2p a eM DEOS 
2D DE -ADSDS-0 (7.1-5) 
物理 方程 
a" = EUM (7.1- 6) 
线性 弹性 力学 讨论 的 范围 是 均匀 .各 向 加 人 性、 线性 弹性 体 的 小 变形 问 
题 .对 于 这 类 问题 , 静 力 方程 如 (7.1- 00.1 一 2) 式 所 示 , 儿 何方 程 和 物 
理 方程 可 以 简化 : 
几何 方程 1 小 变形 ) 
应 变 张 好 与 位 移 矢 量 的 关系 ; 
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【| 
本 CIS] 
相 容 方程 
Ep ln + E Im lus NL ls 7 Egg los ia 0 WE 上 —8) 
物理 方程 [各 向 同性 ) 
! E i HY mr 

mU ENTE {7.1 9) 
Eg = (1+ yo — vo 8 (7.1—10) 


48 CI.L—1),0.1-7 7), 07.17 9) 8 C7.1 - 100555 15 Ir RES 
fa. 15 个 末 知 量 , 即 应 力 张 是 o" (= o7 009 6 taR, MEER es, (= 
c, 的 6 个 分 量 和 位 移 矢 量 u, 的 3 个 分 量 . 内 此 ,有 足够 数量 的 方程 求解 
这 些 术 知 基 ,问题 是 叮 以 解 的 . 


$7.2. 弹性 力学 平衡 问题 的 提 法 


弹性 力学 平衡 辣 题 的 提 法 是 :已 知 物体 在 参考 状态 ( 林 变 形状 态 ) 的 
形状 和 尺 寺 , 它 所 占 的 空间 区 域 BARES =S 1 S,), 组 成 物体 的 材 
料 ,给 定 B 内 的 体力 场记 AS 上 的 表面 力 和 打量 P, S, LAERE 
ü, RERO a, 1 7I UK RE o" 、 应 塞 张 量 场 e ,全 满足 偏 微分 方程 
(7.1-1)47.1-7).07.1…9) 式 或 17.1-10) 式 , 间 时 还 必须 在 S, 上 满 
uA O.1-2)5X dk S, 上 满足 位 移 边 界 条 件 ， 

u; — d, (L2 1 

从 数学 观点 看 ,这 是 偏 微分 方程 的 边 值 问题. 

在 求解 型 性 力学 辐 题 时 ,并 不 需要 同时 求生 15 TERR CHO RT 
以 将 某 些 本 知 量 作 为 基本 未 知 量 先行 求 出 ,然后 .通过 它们 求 出 其 余 的 未 
若 量 .选择 基本 术 知 量 遂 党 有 两 种 方法 ,一 种 方法 是 取 位 欧 场 & 作为 基 
ERME , 求 出 这 3 个 林 郑 其 ,使 满足 平衡 方 祷 (7.1 1} 式 和 边界 条 件 
(7.1 一 2) 式 和 (9.2 一 1) 式 -这 时 方程 (7.1-1) 式 和 (7.1-2) 式 必须 以 位 
TRUE a 表示 . 另 -- 种 方法 是 皮 应 力 场 改作 为 基本 未 知 量 , 要 求 出 这 6 
个 未 知 量 ,使 满足 平衡 方程 (7.1 -1) 式 、 相 容 方 程 47.1…8) 式 和 边界 条 件 
(1.1-2)36 aX 8b, 6 3807.1 — SS ARA IEE o RU. 
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87.3. URRE n, 表示 的 平衡 方程 ，129 ， 


$7.3 AMBRE u, 表示 的 平衡 方程 


一 ,平衡 方程 一 一 物体 内 部 


利用 (7.1 -四 式 , 用 点 滞 该 式 ,使 指标 上升 ,得 


I E i b LI 
7 一 Foe r” = 
2 rel | -2vy^8 (7.3 1) 


把 上 式 代 大 (7.1 一 1) 式 ,是 得 


(1-4 y toL 20s, tw.lg]-F-0 


7.3- 
为 了 把 上 式 与 几何 方 积 (7.1 ~7) 式 结合 起 来 ,必须 在 (7.1 一 m 
TRAEN 

e” =F3(u | + vr (7.3 - 3a) 
D 
e= GL, ul) (7.3 - 3b) 
出 此 
ge our as yeu. (7.3- 30) 
j£ EXXHLAGL.3 - 2) E 9 — 39, EE 


E A ET 4 , 
(1T3)(1- 2») 2. Cu | tu |) + VH m 


— E EC ijj +j! 
^»(5)0-25 2y)(u |] t u i] 
这 样 ,就 得 刘 以 下 的 是 本 方 稳 ; 


E T ims 
3d 90-2517 2200 Uva ]tF-0 


(7.3-4) 
iX [B Je VA ir RR BE u, de BOE Gr 7r E EAR). a EET E, EA 
EE TR DARE ME SI s A P ABR v 


TOW (87; ih 0 s [i 
将 (7.3 一 3a) 式 代入 (7.3 一 1) 式 ,可 得 
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E E "P 
gl tL | f Fa fu Qo, EL 
a 1 二 ( u | H | ) E " | má | 


EE glu tl) 2w lag] 


这 样 ,) ui S 2) 武 可 表示 为 


P= DT EST 507 2v) Cu' |! Fi |) * 2w" | ge In, 

(7.3-5) 
'" — E J = > 1 ' m i j 
i  2(14 DES) d E 


(7.3-6) 
三 、 直角 坐标 系 中 以 位 称 表 示 的 平衡 方程 
(一 ) 物体 内 部 ”方程 (7.3~4) 式 取 如 下 的 形式 ， 
arle tua) E0 03-7 


若 以 T.y,.X RRA 5A Es ,以 uo, U, TH AEF, EFF, AIRES T.y, 
z 方向 的 位 移 分 量 和 体力 分 量 , 则 上 式 可 展开 为 


re ne * Prey 
xicalV"*1 xa (7.3-8) 
jl e |t F. = 
式 中 
ZIP (7.3-9) 


7 Jd 9? 
ja ay Sz 
{ 二 ) 物体 表面 方程 47.3 -6) 式 取 如 下 的 形式 : 


UE (7.3-10) 


. 上 Av 
P —2O2(1 V) Cu; 十 udn, + unnn: | 
(7.3- 1D 
ER PaP, PAR ri yz 方向 的 表面 为 分 量 , 旭 上 式 可 展开 为 


“se ca EU CIICIELICMMUME CE MM MM MEN MMC MH DC M Ce CD C (SDN EMEN ENIM DEER MMC MI CC EEEEEP CREDI P HM HERR RUD ER ED Fa. 
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$7.3 DEBANG 表示 的 平衡 方 和 | 01M 


E kc du dui d qe 


2v 
s $ | 
272097 lAn dr Gy | 1 -2 | 


上 "du du du Jw 2 | 
| «ta do up d dere. 
oy". dy ay. | pop 


E a * (an du "ET | 2v | 
1 TT-2 


DT 2rd * (az * ag * 328] T2277 
(7.3— 12) 
AP 
J 2 d 可 
Ja 3g t3y^ tagh (7.3~ 13) 


、 圆柱 坐标 系 , 球 坐标 系 中 以 位 移 表 示 的 平衡 方程 


现 将 辐 往 坐标 系 和 球 华 标 系 中 以 位 穆 的 物理 分 明 表 示 的 平衡 方程 列 
由 如 下 ,这 些 方程 是 由 张 史上 方程 (7.3 一 4) 式 变换 来 的 ,读音 可 自行 推导 . 
(一 ) 圆柱 坐标 系 { 同 1 一 4) 
WERE & 在 图 性 坐标 系 中 以 物理 分 量 表示 为 
U= ue, t vent we, (7.3—14) 
式 中 e, ,ey e, IDEAE E. 
以 侃 移 的 物理 分 基 表 示 的 平衡 方程 ( 劾 体力) 为 


2 2 du u, 1 2 u, Ou, du.) 
dg eme a E a E aa a 
i p 900 r 1-2vwv8r|93r p Az l 
Zdu, us 1 8 [Ju u. Ju, an | 
v? 十 一 ~ ec DT E LL 3 7 E. 
RE pog pp” ] -2v rd | Ar r rdü AX 0 
1 3 |ðu, u. du da 
x + — — 2 — L id = = 
a 1 LL 
AIP 
3 12 3? a? 
c - 3-46 


(8p ror O8 az 
(=) UBER CIR 1 一 5) 
DERE u 在 球 和 坐标 系 中 以 物理 分 量 表示 为 
H= oue 十 ue, 十 uses (7.3— 17) 
式 中 e ieu es NEREKT. 
以 位 移 的 特 理 分 虽 表 示 的 平衡 方 程 (无 体力 ) 为 


t= 


H € 46-42. http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
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g a 3 
Vu, HE ` S a B Zoos Pu, z | 
rap rsngod r r'sng 
1 9 2 124,1 LO du 
Paa "etes tiM 359 
2 2 cos qus 2 Ju, 1 
: MICE + 
VU rabp)90 rdg riro” : 
1 3 74 2 ,1?4,1 1 du|_ 
1-2vr8g|de Fe Vg r Pe ruso 38] 
2. du, | 2cos qu, ] 
U^ god C rap eU - 十 
si o 20 rsin g 900 rag 
] 1 Ju, 2 194, 1 us | 
1 -2vrsm pad ðr ir c cs e zing q 230 p 
(7.3 - 18) 
式 中 
ge 292,192 (cte9 |, 1 9 
Dr: rar r dg r dg r sin wap 
(7.3— 19) 
87.4. 以 应 力 张 量 “表示 的 相 容 方程 
一 、 以 应 力 张 量 o 表示 的 相 窗 方程 
将 (7.1~ 10) 蕊 的 指标 工 下 降 , 则 有 
l+ " 
e, 7 —R 9, 7 pns (7.4-1) 
3E EGEILAGHTEUEERC.L- 8)3E E RUNE Fs ,得 


Fin iya + D iya P n p Ih Gu is 


r 
= i + 5 Bist; Ini s Bin m im Bid, la — Enf, ls] 


(24-25 
相符 方程 有 81 个 分 其 方程 ,但 只 有 6 个 是 线性 无 关 的 ,可 以 通过 缩 并 ,将 
(7.4 一 2) 式 的 分 量 方程 数 减 少 . 提 天 (7.4 一 2) 式 中 的 指标 i 可 得 


Gi, 


E 十 | ga U Dim |， ps 


TH + guo "ss 一 Bim, f = sl (7.4—3) 


=. 
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$7.4. 以 说 力 张 册 an" 表示 的 相 窜 方程 。 133. 


令 指 标 7 一 m 并 求 和 ! 缩 并 ) ,得 


m n Pus ls fü fi T 8, l2. 

E DU [gum i4 £0, li. — poe ls — Ex 0, as] CT 4 — 4) 
EAA 9 Tg 7EBELIUE XB es k An OSEE D LESE UT 6 HR 
线性 无 头 的 . 

Lita - 步 简化 .将 47.1- 1 或 的 指标 了 下 隆 , 可 得 
&l,--F, (7.4—5) 
或 
MILL (7.4 6) 
XF(7.4— 5) (7.4 - 的 式 求 协 变 导数 ,得 
APR LE Mr (7.4-7) 
cel == Fl, (7.4-8) 


利用 上 两 式 , 则 (7.4 一 4) 式 可 简化 为 


1 n D "m 
ST tc.) P me cre em 
(7.4—9) 
Wt EGICBUTSR ROLL. IEN E U n E HER: 
»i I ` 
aler jen guo 2.--—(F, EFE IF) 
(7.4 — 10) 
将 上 式 缩 计 , 令 n—k GDRHRRABBETXER: 
十 
al es "— (7.4- 11) 
将 (7.4 一 11) 式 代入 (7.4 一 10) 式 , 则 后 者 可 写成 
k |o 1 R e b M " t k 
dA aer la 7 Tt I (E h FF ) 


(7.4 —12) 
JA d EA hit 2] I WR S BAUER ERE LEUTE EE VES RET (RP ELE Ae p E PR 


"E 


—. 直角 坐标 系 中 以 应 力 分 量 表 示 的 粗 容 方程 
TE RB AP (7.4 - 12) 式 取 如 下 形式 ， 


pini E ETLI- MM T ZGIM C M om TEDMM MI MM CECI CI ECC NEED CEENN CERNI NONI EM ESI UA. 
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3 1 
V Tn 十 L + "i En = = S, P, CF, i 十 下 
(7.4— 13) 


如 以 5 ,0 esos 0o 0, ARREDI EE REA 7.3 中 
相同 , 则 二 式 可 展开 如 让; 


ui | 8 — » [AF 8E, 39K. 2E, 
"Tu pa l~yl9r Gy Jz Qu a 
z 9? aF 23F. 29F, aF, 
DTE -pt EEE) aR 
i 1 十 yay 1 Jv dz dy 
1 70 v 3F, 3F, F, aF, | 
Ed i ua oap c Mu oi eeq 
EI. Ó-v|3r dy dz ur 
o? i 4 J 
Vig ub a T 
n ]tv»2yd2z dz dy 
S89 [9 F. JF) 
? qd. 9 E V L+ = 
V'a | 十 vðzðz | 3x dz | 
2 | S698 IF, NUM 
VT NEN DN. 2L. EN a 
Y 1+ Azdy dy ers : 
(7.4— 14) 
式 中 Dg Pul. (7.4—- 135) 


三 、 图 柱 坐 标 系 . 球 坐 标 系 中 以 应 为 分 量 表示 的 相 容 方 程 


下 面 不 作 指导 ,将 团 柱 誉 标 系 和 球 坐 标 系 中 ,用 应 力 张 最 的 物理 分 量 
表示 的 相 容 方程 列 出 , 设 无 体力 F .这 些 方程 是 由 张 量 方程 (7.4 12) 
点 换 得 来 的 ,读者 可 归 行 推导 . 

(一 ) 国 柱 坐标 系 (r,8,zx)( 图 1 一 4) 

应 力 张 量 的 物理 分 量 为 og ,ow ,0g ,04,010, .以 应 力 表 示 的 相 容 


方程 为 (无 体力 ) 
| Vu e n A Dae" 
vc feit Ure E (RR ge 
Va, Dus (7.4— 16) 
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87.4. UENEN ws* 表 示 的 相 容 方程 * 135 。 


ds 可 l 9 dE 
Gn 2 do, | Z9 
Do op 30 lctvr968z 
Gs 290, | S60 — 
r F98 1+yogar 
XB 
O= Sn, t omt da (7.4 17) 
2 E a 
Vt XR S (7.4 - 18) 
(5) REIRA r gp gE 1 -5) 
DW ZrSK RBS PIE TREE oio ,08 0. i04 04. EA EJ] ERR ELTE 


KE CERIA 
Ag, 一 各 — GO. 4 dg 4 dg 
Vv? uo ed "mo 79e go no T bd MN 
a... p PB d run ¢ dg 
bi t | 99 =0 
QU PUT Ty 
Vs, 7278 - 5, sin. 9 二 cocog e, 4 9s, Ec a 
rsin p 230 i sa 的 238 
1 [120, 198 cs 9 236 


— 一 | 一 -， 十 -o— RE =s 

]^v r aw rdr r^ sin o 30 0 
Sy — asin 9 — a8. cos m 4 9s, 

r' sm o rsin o 98 


Pargo ag "sing 
1 [1 6,130, m g28 
Lp risin pof rðr yp ngop] | 

(7.4 —19) 


E E tT E TU. (AES P gy - 94.) - 
r r sm o rs 的 

2 29 十 2 de, - 2 06g T : : ue 

" dq 5 d8 sin p 38 run g 28 

1 [190 , 198 eos meg JA 


ams t2 
l+yįrdrðp rór riigas 


=0 
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十 ec t si 3 
> cos e)a t sin qoos LM 


EUR 
rang 
2cos p 9 2 26, | 26, 
B CEPS AA EM F Tt: 二 一 本 
六 SIT 5 有 (or ow) rodp r'sin gh? 
1 1 c8 138 | 9381. 
Dt vlrun q3990 rar yisin ggg 
2 l ácos 
V 7—04—-—. y-94 — = Pag t 
F r sin q rsin g 
g s WAT dg 
a 3g 7» 一 go oed E rp t 
r'sm qr rsin o: ELE 
] 1 S0 190 1 39 - 
It v»irsng?rgÜ pop sn q 920 E 
Aun 
O= a, t dp t om (7.4—20) 
vin 12 j | 3 pote? " ] at 


dy pum rig p r do r^ sin! pof 


(7.4—21) 


$7.5. 解 的 惟一 性 


由 平衡 方程 (7.1 一 了 几何 方程 (7.1 一 7Y 和 物理 方程 (7.1 2 9) x 
(7,1 一 10) 以 太 静 为 边 界 条 件 (7.1-2) 种 位移 边界 条 什 (7.2 一 11} 描述 的 
弹性 力学 边 信 问题 ( 见 7.2), 有 惟 - 解 , 今 沦 让 如下. 

设 一 弹性 体 在 体 刀 Fm PU EAT A BETR E Hi: 

ye l ET. 

Gre i E 
应 力 场 " 久 和信 都 满足 平衡 方程 (7.1- 1) 利 静 力 边界 条 件 (7.1 -2) ,以 
及 以 应 力 表 示 的 相 容 方程 47.4- 12) ,前 者 是 ， 


“| a 
Da'n, FP'-9j (a— 2) 
owl ero wn 
Ha'n, - p -0] (b-2) 


a- DO - 19,472) C 2) , PLA 


ei es ARA Él 


He zh 46- 12. http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
&7.6 至 维 南 原理 - 137 - 
人 (c1) 
(Un — Ug, =0 (c 2) 
AM 
Ea 
" E Up — bs 


则 由 (c 一 由 式 和 (tc 一 2) 式 : 
g| =0 (d- 1) 
o'n, 一 (d-2) 
BI 5" E59 A Te 3c 08 75 36 R7 VE H A I 73 be ix 5 £8 RU PECES 
“EMER REASNER OR RS SO TEASA ERT, PRAE 
应 力 . 因 此 ,在 这 种 情况 下 .在 物体 内 ， 


RI 


Ue 一 Us 


TET OG IZ MR ERRIERTA RV EE EI BRA A 

4E . T3 Jt , EREA a" RE ROLES e, 也 应 当 等 于 零 . 如 
z, = - vb. =Û 

Bp 
app 

LH JE ME RA SP 7 pn] EE B5 ug 73 M P wr b To frt fe — E . 

现 进 P ie iE fte ia f MET TEILE LOS FH) c ub SE. 5j EXE" n LUE, 
Es" e, AIRE. AT BRR BEES ER SEI CRIT, CES RI] BERGE JUEZ RE 
6.3 一 2) 积 分 ,分 别 从 2, UTE, RISE TEUR, 072 TH AE RS TELE Uu 和 所 
u zn In] PRESTA e N EAE. E E o SERT P SE B [ERU 
7h A PETS SER JURE S8 de Rd P EERI EE M S = Tus , 即 弹性 力学 
门 题 的 位 移 场 解 也 十 惟一 的 . 


$7.6 E? B PH 


弹性 力学 问题 的 解 必须 满足 弹性 力学 基本 方程 {7.1 一 1).(7.1 一 7) 和 
C.1-9)9C.1. VO DAR ILI RIO.. 2) DEOR RU EEGO.2- 
1). WERA ARTT C217 20 D RES EREA P 在 S, 上 的 具体 分 
fi fF XT RS DA SERI, AT] AREER A EHEHE S, 
的确 团 分 布 ,这 就 不 能 求 出 问题 的 解 ,这 给 弹性 力学 问题 的 求解 带 米 园 
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， 138 ， AEE ”弹性 力学 的 攻 本 方程 


难 .人 是 , 吉 实 去 明 , 齐 作 用 在 物体 表 画 一 小 范围 的 尹 害 另 一 蔚 力 等 效力 系 
(合力 相等 ,合力 盾 相 等 ) 所 代替 , 则 让 此 引起 的 物体 内 应 力 场 的 卜 变 ,只 在 
表面 力作 用 的 小 范围 附近 ,在 怒 离 该 友 南 力作 有 内 范围 较 远 处 ,不 会 引起 应 
ny .这 便 是 著名 的 圣 维 南 原 理 ,是 1855 1EOE PE RR IR E 

忆 信 出 来 的 ,这 样 , 圣 维 啊 原理 可 以 胡 述 如 下 :作用 在 物体 发 面 一 小 范围 
iu e 一 更 为 等 效力 系 { 合 力 相等 .合力 年 相等 ) 所 代 共 ,不 会 使 
在 远 离 该 范围 的 物体 内 各 点 的 应 力 和 你 移 产生 不 可 忽略 的 改变 ,也 就 是 
说 ,出 此 引起 的 物体 内 应力 场 的 改变 ,只 在 力作 用 的 小 范 峡 附近 的 局 部 区 
域 .外 此 圣 维 南 原理 也 称 为 力 的 作用 的 局 部 性 原理 

根据 圣 维 南 原 埋 , 在 求解 弹性 力学 问题 时 ,如 果 不 知道 作用 在 物体 表 
面 一 小 范围 内 的 表面 力 的 确切 分 布 ,可 以 出 作用 在 同 --- 范 围 内 的 另 一 琅 
力 等 效力 系 代 蔡 ,如 此 求 出 的 解 , 除 了 该 表面 力作 用 范围 附近 的 局 部 区 域 
外 ,在 物体 其 余部 分 (也 就 是 物体 的 绝 大 部 分 范 央 内 ) 征 精确 的 ,因此 可 以 
认为 这 是 该 问题 的 精确 解 . 


$7.7 登 加 原理 


弹性 力学 器 题 的 解 必 须 满 足 弹 性 力学 基本 方程 和 边界 条 件 . 如 以 应 
力 场 "作为 基本 未 知 基 , 则 应 满 忠 平衡 方程 (7.1 一 1) . 相 容 方程 (7.4 - 
12) 和 应 力 边界 条 件 (7.1 — 22. RE — EFE PE E LUI Pda d; F E 
用 下 ,应 刀 场 为 "oa*, 它 满足 平衡 方程 和 边界 条 件 : 

(1) g” | +0 po -0| 

Dp lg. j 
同 SHEE REA PARA FEAF Ue ey EE d 
方程 和 边界 条 件 ; 


(a) 


2 pi =r (b) 


i2) g" " + L2 Dpi =°) 
弹 姓 力学 的 基本 方程 和 边界 条 件 部 是 线性 的 ,将 fa) 式 与 (b} 式 相 加 ,得 
(0 g" + 人 g?) |， TN (iU Fi 十 (2) F ) -6j 
(n P ds {2} P 一 (^g 十 9 gt) m, f (c) 
Jung 71 907 o? c nO EEG TER EDIT PROPRE UT FU 
OPIBUS. 


同样 可 得 到 (or DEBE P NUES RR o O a E a 


Et 
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的 相 容 方程 相 加 . 


HORA E EAE TEE UH CU a eU a") e EE EACUS P + 
“三 ) 和 体力 (下 EU 户 ) 作 用 下 求解 弹性 体 的 应 廊 场 的 全 部 方程 种 边 
界 条 件 .这 便 是 亚 加 原理 . 

FE iTr FAA AE STE ,都 是 基于 小 变形 假设 , 即 物体 内 各 点 的 位 
BEER pil Jes 09) 25 BET VLA | LL PEU e SF ,变形 中 超 物 体内 各 点 
位 置 的 改变 , ne 8| 5p 2] BRL P FEE, PANTE f o] 86 5 RT E TK A TUE EHE 
的 荣 ,在 这 种 情况 下 , 警 加 原理 不 能 应 用 . 


jo d 


L HW LUE BECIL3 — AMBOR LH GOV RUE A BR PIU fr ER 5 389 EE ^ ILE 
& Jr Re XE A. 

2. RE EH] E RR TH Zi e EE P . 

3. MAPE 1 ,但 是 球 坐 标 系 . 

4. HIE dE; EE (7.4 — 12) E LE S rV DUE AI SP ULIS 3E E B0 m a 
表示 的 相 容 方程 . 

5. BE L MERAH E f AR 

6. MEHA H JE ER AS ER . 
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第 三 篇 
弹性 力学 问题 及 解 题 方法 


第 八 章 ”车 干线 弹性 问题 的 精确 解 


$8.1. 内 .外 压力 作用 下 的 球 党 
一 一 妹 对 称 问题 


TER SERE TET a blaar) EREN PRU Cr ab) 
E43 FE d BIER IBILZI 疡 .六 ,表面 力 以 拉力 为 下 (图 8- D E S 
| EAHA, BERERE, pa) ELT EAEEREN Lu, Lon sE, 4b 
只 是 坐标 = 的 丙 数 ,与 p0 无 关 . 即 
| u,—-uir),u,—u,-0 
由 (5.7 一 5) 式 得 


oO Aw, u, | 


| £7 84 — 89 7 | ei 
(8.1- 1) 


Di FERIERE, PIS (589 he 71 7 f WE, 

| Rl gt = o” = a” = 0. 01 (4.8 - 100: 8T 
RIFES- TM x SES 

| SETTE CERE E sd 


do, 
| Ta * Ls, 一 Ge 05) =0 (8.1-2) 


和 
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$8.1. 内 .外 压力 作用 下 的 球 过 一 一 球 对称 问 题 | 141 ， 


由 ) 儿 义 胡 多 定律 (6.2 一 20) 式 ,应 四 张 量 和 应 变 瑟 量 的 物理 分 量 之 间 的 关 
系 为 ; 

2, = (A t 2u)e, + A(e,, + ey) 

ow 7 (A *2n)e,, F A(eg t e,» (8.13) 

Op — (A *2un)&g TALE, t &,,) | 
利用 (8.1-3) 和 (8.[-1) 式 ,平衡 方程 (8.1-2) 式 可 以 转换 成 用 位 移 分 


Hu, RAR. 

2 

Me BO 2, =0 (8.1 - 4) 
(8.1 一 4) 式 便 是 三 内 外 压力 作用 下 球 壳 平衡 问题 的 基本 微分 方程 . 它 的 
通 解 是 

u= erter” (8.1-5) 

式 中 cea 为 积分 常数 .本 题 的 边界 条 件 是 ; 

2, (a) — p, a (b) 7 b, (8.1-6) 


将 (8.1- SJARAG. I- DAGLI AL (EO 3) URIRDR EAT CS. 1 
一 6) .得 到 以 下 2 个 方程 : 

b, - (GÀ ^ 2u)c, -4ucoa “| 

p, = 83A * 2500, —4puc,b 5) 
出 此 立方 程 . 得 划 e, ,cs: 


3 
(34 *2u)c, 7 B 
8 
, (8.1-7) 
(7 pa p | 
4 uc; = a!— B 


K.1- TRIAL 5)98 FR AR 
u ( p,a? — pb Yr p 一 a b 
BCIEVPIPIESZM fula -br 
将 (8.1-3) 式 代入 (8.1- 日 式 ,然后 应 用 (8.1-3) 式 ,可 求 得 应 力 场 ， 


(8.1-— 8) 


zu 一 pb? o (PT pah’ | 
a!- b (a? -b)r) 
(8.1-9 

ES Pea” — pub (5, 7 5)a* t? | 

aem C iG a J 


É p=- pp>0), p =0,4=4 万: 则 由 (8.1 一 9) 式 可 得 : 
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7 3 
s is (^) | 
: (8.1-- 10) 
75 785 1 E j | 
| | 
p 2r]; 


p 
E 8—2 Xm e, au In Pire IEA nl B 43 Bl A. 


图 B8B-2 
$8.2. 内 .外 压力 作用 下 的 圆柱 过 一 一 轴 对 称 问题 


内 .外 半径 分 别 为 a .5 的 圆柱 壳 ( 图 8- 3) ,在 它们 的 内 外 表面 分 别 
和 法 回 表 面 力 p.p, 作用 ,以 拉力 为 正 
值 , 采 用 图 柱 举 标 系 (r,,z),z 辅 与 图 
柱 壳 的 中 心 轴 重 人 台 . 略 去 体力 .由 于 圆柱 
壳 及 作用 于 其 上 的 载荷 的 轴 对 称 性 ,圆柱 
党 的 应 力 .应 变 及 位 称 场 与 坐标 0 无关. 
假设 与 x 轴 于 直 的 任意 两 截面 间 的 距离 
在 变形 后 保持 不 变 ( 平 而 度 变 假设 一 一 以 
后 将 要 讨论 ), 则 圆柱 党 内 各 点 的 切 向 位 
移 和 轴 加 位 移 分 量 消失 ,只 有 径 向 位 移 


SS 
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zi, 它 是 坐标 r 的 函数 , 即 


u,—u,(r), 5u, Z0 (8.2-1) 
将 (8.2 一 1) 式 代 人 (5.7 一 2) 式 ,可 得 : 
Ju, H, ! 
Eam gy Wy EUN (8.2-2) 
E, Z Ep TE, - Ü , 
由 广义 胡 克 定律 (6.2 一 20)， or ET 


为 
86, =A t 2p)e, + Aeg | 
gg = (A * 2p) 8g tAE, 

- 


2. — A6, eg) J 

O, 7 Ug — 0. -0 
静 力 平衡 方程 44.8- 3) 简化 为 

l 

SA — 94) = 0 (8.2-4) 
3£(8.2- 316A (8.2 - A2JE RE PFH(8. 2 - 20 X , 0] f il B fr e bu, xx 
示 的 平衡 方程 ， 

d d 

uU LE (8.2-5) 


T rdr r 


(8.2 -5)A EEA .外 还 力 作用 下 的 圆柱 党 平衡 问题 的 基本 微分 方程 , 它 


的 通 解 为 
u,— erter | (8.2-6) 
由 图 8 —3 AH, ARREA 
delb) = b,. c, (a)- p, (8.2.93) 
市 {8.2 一 7) 式 及 (8.2 3) 式 ,并 利用 (8,2 一 2) 及 (8.2~6) 式 ,可 得 下 列 方 
fE: 
E E cde 
> (8.2-8) 
2(À + u)e,-2gucs b. 2-5, 
解 (8.2 一 8) 式 ,得 
2{A+ n)c, = 
Ps — Pa) (8.2-9) 


7 7 
pp —a 


ss 
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将 (8.2 一 中 ) 式 代入 (8.2-6) 式 ,可 得 位 移 场 ; 
(pb — pa’ )r (5,- pa P 1 
= qu Uc cse 
4 oU eu A eae £e 
应 用 (8.2- 1004 410(8.2—2)2X IR (8.2 — 3) , RT 48 7148 
- bb - ba^ at P Cb, p.) 


Beat (b -a)r 
pb — b,a* a b (p, pa) 
- M GC LUNES edi 


= À bb? 加 pa 
g.. À 十 n ba 


$8.3 ”等 截 面 直 杆 的 扭转 


今 讨论 截面 为 什 碍 形状 的 等 截面 由 杆 在 两 端 扭 算 D 作用 下 的 扭转 
问题 ,如 图 8 一 4 所 未. 采用 直角 坐标 系 ,x 轴 与 杆 的 轴线 重合 ,母线 与 = 
轴 平 行 ,再 杆 的 截 而 为 A ,其 周 线 为 ,A 为 单 连通 域 . 直 杆 的 侧 表面 上 无 


外 力作 用 . 


二 0 o=- 


dx 


n= sin Bs 


一 、 至 锥 南 (1797 一 1886] 半 逆 解 法 
壮 纵 南 解 法 以 位 称 为 基本 术 知 量 , 又 称 位 称 解 法 . 假 没 位 移 场 为 


u, 5v fer, w= (zr,y) 


u, = u = — pzy, 
(8.3- 1) 


EE = st 
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AP A GE Ge, Y) AA THE H a E A A, E] Ae PEOR 9. A 
(5.3 一 3) 式 ,得 应 变 场 为 


mp c | 
| dé ENEFI- (8.3-2) 
将 (8.3 一 1) 式 代入 (5,3 一 7) 式 ,得 转动 张 量 的 分 晤 为 


E 


(e 
(8.3-3) 


(8.3 - 3) 中 的 第 一 个 式 子 , 可 得 Se = 8, 由 此 可 知 ,8 ERRAK 
的 扭转 角 .将 (8.3 -2) 式 代入 广义 胡 克 定律 (6.4- 10) 式 ,得 到 应 力 场 ， 
T 一 Oy Oc 一 gu = 0 
E 3 (8.33) 
c. = GB 55 - y " e. = GB[SS + a 
略 去 体力 , 静 力 平衡 方程 (4.2 - 6078. 1.2 两 式 恒 能 满足 ,第 3 式 成 为 


9g,, do, m 
3 B = (8.3-5) 
将 (8.3 一 4) 的 后 2 式 代入 (8.3~5) 式 ,得 出 方程 
Fp F$ | 
一 十 一 一 0， ERAK (8.3— 6a) 
du gy 
或 写成 
V€$-0, 在 域 4 内 (8.3— 6b) 


下 此 可 知 LBLIEL PS T 9 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
在 杆 的 侧 表 面 (x. = 0) 上 没有 外 力作 用 ,P, = P, =P, 0. 基于 (8.3- 4) 
X AERE SM e pi ,平衡 方程 (4.2 -7) 式 中 的 第 1.2 两 式 恒 能 满足 ,第 3 式 


成 为 
P.-o,n,to,n,-0, Æc E (8.3-7) 
TEOL3 AJENA (8.3 7) MAR RUFE.: 
d 9 
e T Pn, =m, (OH. = p= gg C Es 
(8.3-8) 


XU S SB ECC) XETAUR c KIER m 的 方向 导数 
LEE RART ETAR IB CAR RU ERE Gy) ned 
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A 内 满 是 方程 (3,3 一 6) ,并 在 周 线 c 上 满足 边界 条 件 (8.3 一 8) 式 . (8.3 一 8) 
式 是 非 齐 次 边界 条 件 ,满足 这 样 的 边界 条 件 是 比较 困难 的 . 


Z. $E BB 55 ( Prandtle, 1875—1953) Rz 71 88 8r 3 


(e xxm ZrH 
8.0.5.5. T (8.3-9) 
略 去 悼 力 , 则 静 力 平衡 方程 (4.2-6) 式 成 为 
9g, — 9o. 9g. 90. — 
3. Ex. S =0, naa (8.3 — 10) 
FHRS DEMIAN gy(z ,vy) ,使 得 
39 98g 
9s Jy?’ G T d (8.3- 11) 


出 平衡 方程 (8,3 一 10) 但 能 满足 ,V(r ,vy) 称 为 普 朗 特 应 力 函 数 . 
进一步 考 虚 相 容 方程 .以 应 力 分 量 表 示 的 相 容 方程 (7.4 一 14) 式 中 的 
第 1,2.3.6 式 恒 能 满足 ,第 4.5 式 成 为 
Vig, =0, Ve, -0 
将 48.3- 11) 式 代入 工 二 式 , 可 得 


:人 vt 


zy) =0, 地 (Vp) =0 
出 此 得 出 
V(r,y)—^K, EH AM (8.3- 12) 
ABK REBEBCEGÉ. 
Si fe A RR E ARTE. EFE RE EO, 50) 8G 773, P. =P P, 
=0. 由 于 (8.3 一 9) 式 ,表面 力 的 平衡 方程 (4.2 一 7) 式 中 的 第 1,2 5X IB BE 
满足 ,第 3 式 成 为 


Gn, ton, —0 
将 (8.3 一 11) 式 代入 上 式 , 并 由 于 n, o ase - D (8,4) 8 
ap, 39, 9pdy 3$dx d$ y 


Jy" dx dyds * 8x ds ds 
上 式 表 明 , 在 杆 的 俩 而 上 { 横 截面 的 边界 曲线 c EIE JI ERE % 的 值 是 


(8.3- 13) 


"ss 
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T EH O.S ^ 1b 式 可 知 ,应 力图 数 (xz,y) 增 吉 或 减少 一 个 常数 ,应 力 
分 其 的 值 不 受 影响 . 因 此 ,在 单 连通 域 情 况 下 ,应 力 关 糙 y HEATH 
线 上 可 取 为 0 ,这样 可 以 简化 边界 条 件 , 即 
$-—0, df c E (8.3- 14) 

下 面 计 算 作 用 在 村 模 截 面 ACHMERX nz5,-1,5,^2n,70 EN JJ 

的 合力 R, ，,R， 和 合力 矩 工 .由 表面 尹 平 衡 条 件 (4.2- 7) 式 , 可 得 
Fiter de ie 

HERR AHA 


R, = | P.dA- |, e. dA — | 3%dA 
A A 


= f. lale 35) os Cof] jh 
br REED 


一 $ [s (Én, -和 ,| |ds=0 
推导 上 式 时 ,应 用 了 格林 定理 ,将 对 平面 域 A 的 积分 转换 成 沿 局 界 < 的 


曲线 积分 ,月 由 于 (8.3 - 13) 式 ,使 得 这 个 基线 积分 等 于 0. 同 样 ， 
R = | P,dA= NE | = FE aA 


dA 


S 


= f, ls a6] ab 35 j^ 


y 
-El- si ehle 


P.y)dA- | (er ~ o, y)dA 
A 


-| 
Teija 
-| 


E J(xQ) 969 asd 


d 


H 


- 中 [Cxd) n, + (yj) n, dS + L 29dA 


和 
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= 一 f plen, + yn, ]dS + | 24dA 
"ur A 
广东 中 的 曲线 积分 等 于 0 ,这 是 由 于 (8.3 一 14) 式 表明 ,在 周 界 c I9 0. 


这 样 
r22| JaA (8.3 15) 
A k 
对 于 直 杆 的 扭转 问题 ,了 是 给 定 的 ,因此 ,由 (8.3 15) 式 可 以 决定 常数 
K. 
IE dE 3E TEE DUEP BE TE 5 3E BHUREISE 7J ER CIE ES, 18 (8.3 A) ME CS.3 - 
11)3& n] A1 - 
g EE: _ 3i ` dé do d dr 
(8.3 — 160 8858 1 式 对 y 求 偏 导数 ,第 2 式 对 工 求 偏 号 数 ,然后 相 减 ， 
得 
3 i 
E we - 2GB (8.3- 17a) 
x” ðy 
即 
V = 一 26G8 (8.3 — 17b) 
HUAJA Wo) 所 应 满足 的 基本 微分 方程 (8.3- 12) 中 的 常数 K 
是 (一 2G8), 即 
| K= -2G8 (8.3—18) 


前 已 指出 ,上 起 中 的 8 是 直 杆 单位 长 度 的 招 转 角 ., 和 {8.3 — 120 3X — EE, 
(8.3 一 17) 式 可 以 作为 普 朗 特 应 力 函 数 应 满足 的 基本 微分 方程 ,8 可 由 
| (8.3 一 15) 式 决定 . 
由 以 上 的 讨论 可 以 看 出 :应 用 普 朗 特 应 力 函 数 法 求解 等 截面 直 杆 的 
| 扭转 问题 ,只 需求 出 应 力 画 数 y(x ,y) 使 它 满足 基本 微分 方程 (8.3 ~ 12) 
[或 (8.3 一 17)] 式 及 边界 条 件 (8.3 一 14}) 式 ,并 由 端 部 边界 笨 件 (8,3 一 15) 
式 求 出 KO 及 .然后 由 (8.3- 2 DG BI SToR HB E77 4p HR 
| 上 述 公式 是 在 直 朋 坐标 系 建 立 的 ,可 以 将 它们 转换 成 以 普遍 张 重 表 
AR XXE ,在 任意 曲线 坐标 系 中 ,这些 方程 都 成 立 . 现 将 普遍 张 量 表示 的 等 
截 而 直 杆 持 转 问题 的 基本 方程 和 边界 条 件 列 出 如 下 ， 
| 应 力 函 数 g(x' ,zx*) 应 满足 基本 微分 方程 和 边界 条 件 ; 
基本 微分 方程 


由 | 二 一 2G83， 在 域 A 内 (8,3-17) 


| 边界 条 件 : 


US 
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¢=0, 在 周 界 < 上 (8.3—14) 
real %drdy E a, 在 端 部 (8.3- 157) 
MAHE: 

c^ -4|,€" (8.3- 117) 
上 趟 中 ,指标 a.8,Y —1,2, 838 3 RR e Jr lj. di^ dA €, dA, NAR 

(1.11 7 11). 


$8.4 等 蕉 面 直 杆 扭转 问题 举例 


本 市 以 机 贺 形 截面 直 杆 和 年 形 截面 真 杆 为 例 , 讨 论 采 用 普 阅 特 应 力 
函数 法 解 直 杆 的 扭转 问题 . 

例 1 椭圆 形 截面 二 杆 的 扭转 

HEFT PIER DNE DE 2E SIR a BEL 8 ~5). 椭 圆 形 边 界 曲线 < 
的 方程 是 


2 


2 à 
s +% x] (a) 
由 边界 条 件 (8.3 一 14) 式 ,可 假设 应 力 孙 
数 为 


ee 


2 2 
$7 F(e 3-1) (b) 
ü b 
FRIA GERE REC 3 — 12) ,可 得 


2F| +] =K 


Ej 8-5 
OK 
2(a^ * h’) 
REE, u£ 71 eR COR 
— Ka) [x5 y H 
Permet dn 1 | (c) 
常数 到 由 方程 {8.3 一 15) 式 确定 . 
Kap fIr? y 
T-2j odas | ta (+ toa 


K U » 
"ml (pr ta ry —a 5 dA 
a ct b^ JaA 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


* 150 -> TAE ATEA h ARE 
= TB Ij Fal a 5 A) 
=a A b? 36 +a’ iab? -ra b 
_ Krat 
NEECEEN m 
2T(a +p 
— P 
将 K [El Ce) AX LnPoR ng 7I ERR p 
T [x^, y 
mx x ui 四 


将 应 力 函 数 CEA (G3 - 11) 式 ,可 得 应 力 分 量 为 


7o dy tab b? tab’ 
可 
sa T 2x 2T -— 


QUEUE dE C) stb L,I, A RARBBEAER LACER 
| da=] ee 
A “ 


4 
2 u rab! 
| ydA-1, - j 
| di d aD 
4 


例 2 EERE EITEN 
杆 截 面 的 边 长 分 别 为 2a ,25( 图 8 一 6) .等 截 
面 直 杆 扭转 的 基本 微分 方程 为 (8.3 一 17a) 
ra $- -2Gp 
在 本 题 中 ,边界 条 件 (8.3- 14} 取 下 式 : 
$70,fE v— ta  (8.4-2b) 
¢=0, Æ y= +p (8.4—2c) 


设 方程 (8.4 一 2 六 ( 泊 松 方程 ) 的 解 服 以 下 级 数 形 
zm. 图 8-6 


(8,4— 2a) 
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à-— gn cos ^f, Cy) (8.4—3) 
: 式 满足 边 界 条 件 :y —0. TEX) r5 ta E.H (8.4 2:)7 FE XE BAERE 
-2Gg 展开 成 余弦 级 数 : 
MT - LIN nyc "o 
2G 208. 2. s 1) * cos PR a.na 
(8.4-4) 
将 (8.4 一 3) 8.4- PRAE A BEA AEE. 4- 22) A f£ Co D 
方程 : 


Sf) E fO) = 2G8 C (8.4-5) 


d y^ 
HE- TERDI, CHR E 
fy) =A, sinh 5 AR ,cosh u -1 F 
(8.4-6) 
由 (8.4 一 2c) 式 可 知 : 边 界 条 件 y=0( 在 y= t5 上 ) 等 价 于 
Jely) =U yS tb (8.4— 2d) 
TEC 4 -ORAA A AE (8.4 - 2d), ap 8 
A, -—0 
DB, = E 2r (dj (8.4— 7) 
cosh AO M 
iXTÉ,.nEZIB ER (S 4 - 3) 取 以 下 形式 : 
Ty 
2 so E cosh 一 一 一 
E e 
Ds "ES. nro Za 
dl HOC 
(8.4-8) 
由 此 了 可 得 应 力 场 为 
ag 
ge 一 PES 
~ cosh LE» 
aSU = diee 1 2a in 了 开工 
x i13 oe H nnab 2a 
: osh 7z 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


- 152 ， 革 八 章 ” 若 干线 弹性 问题 的 精确 解 
a 
"S. 
Y 
p TY 
lóGfa « 1 n10 Ja nna 
a 2 eed) 
To aci 2 i cosl nab dc 
~ 2a 
(8.4-9) 
在 长 边 中 点 r=a,y= 0AE 
Ga =0 
O | pus C max 
y-0 
1 E 
a IUE P E 1 - l " (8.4 - 10) 
WE asiaa ” mE E 
2a 
由 于 级 数 
1 1 om 
c e 
因此 
rs=2Gp GE > 一 一 
aa133 92ceosh n 
2a 
—R2Gfa (8.4—11) 
128 y 1 
n n aiT n^ cosh ae 
~ 2a 
单位 长 度 扭转 角 8 可 由 (8.3- 15) 式 求 出 
ü b 
T =2| | pied; 
—8 v -h 
ATY 
P su. Ah . ash 一 一 
= | | ' ACD? - a TT fdzdy 
T =d v 一 下 peus n P MEUS | 
24 - 
_3208(2a) (2b) <Ñ 1. 
x "^q n' 
64GB(24) «4 1 nnb 
EI Nl 
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$8.4 等 截面 直 杆 扭转 问题 举例 .153 ， 
1 1 A 
Es i i A^", ILI 
RUPEE Deut gg AE 


: l b 
r-i1680«y» QD |-P?2 Y, lam 7 


DNE CUR n 2a 
=k, GBg(2a) (2b) (8.4-12) 
AF 
Afa s iE ga 
n=} fi ras Pop ~z tanh 24 | (8.4—13) 


4 
全 是 作用 在 吉村 端面 的 扭矩 , 它 是 给 定 的 ,由 此 可 求 出 单位 长 度 的 担 转 
fh 8. 由 (8.4-11) 及 (全 .4- 12) 8E XH 
O nux d — 
Ra) k QaY Gb) PED 
这 样 
ROT 1 了 


me cR (2a) (2b) kıla) (2b) 
AR E kk ML 8—1.8(8.4— 122A(8.4 - LE REUS HB LE E 


KERERE, mno ,这 时 


(8.4 — 15) 


= 21 (8.4— 16) 
G(2a) (26) 
3T 
Ou 7 133 3* (25) (8.4—17) 
8-1 EAT ACE SS 
ba k Éi ka= kirk 
© LD 0.675 0.1406 — 0.208 ——— 
1.2 0.756 0.156 0.219 
1.5 0.848 f). 196 0.231 
2.0 0.930 0,229 0.246 
2.5 ü. 958 0.249 0.258 
3.0 0.985 0.263 0.267 
4.0 0.997 9.281 D.282 
5.0 0.999 0.291 0.291 
10.0 1.000 0.312 0.312 


ma 1.000 Ü. 333 0.333 


* 1584 ， 第 八 童 ” 若 于 线 弹 性 问题 的 精确 解 


$8.5 ebd 


4 Wie domi RE T II P075 nl [o] RE. ECEL fg Sb S REOS - 7. 
LIE ITE REAT r PIENE LIVE 


gG,—7G0,—80,78 Ta = 0| 
LI 


(B.5-1) 
"MN | 


FG. 5 - 1) 式 代 人 静 力 平衡 方程 (4.2-6), 略 去 体力 , 则 静 力 平衡 方程 但 
能 满足 .将 (8.5 一 1 坏人 和 代 人 以 应 力 分 在 表示 的 相 容 方程 (7.4 14) DU] 4B 
窑 方程 也 是 满足 的 .考察 梁 侧 表面 上 的 边界 条 件 .由 于 是 等 截面 直 梁 ,在 
WREE. n 一 0. 江 的 仙 表 面 二 没有 外 力作 用 ,PP, =P, = P, =0, 因 此 边 
界 条 任 (4.2 一 7) 是 洪 是 的 ,进一步 考察 梁 端 { 石 端 x, = n, 20.2, =1) 的 
溉 界 条 件 . 由 {4.2 一 7) 式 
P,-0, P,-0, P.-o, 
梁 端 的 表面 力 的 合力 为 和 ,合力 秆 为 弯 算 M, E 


a 
LL 


因为 + ,y 轴 通 过 截面 形 心 ,所 以 | zaa =0, f rydA =0. HETT li, , 38 
EmA RITER EN. MR , 梁 堪 端的 边界 条 件 也 满足 . 
由 以 上 的 分 析 , 可 见 应 力 场 (8.5 一 1) 式 满足 弹性 力学 的 基本 方程 利 
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&8.5 Phatt h - 155 - 


IPAE, BUE, E ER op don A E. 
下 面 讨论 梁 的 位 移 . 将 (8.5… 1) 式 代 人 广义 胡 克 定律 (6.4-5) 式 ,并 
应 几 (5.3 一 了 ) 式 ,得 
y»M du vM dv 
ST ET a fw ~ FEIT 


将 (8.5-~2) 的 前 三 式 分 别 积分 ,得 


M: ) 
i Minos 


v= -Maryt f(z,x) (a) 
M 
w= gp t fy x, y) 
AP AUS PERAK ORE EXXILA (8.5 228 E LR 


lindv du E af Te 
et) wl? ar dy = 


5 (b) 


dup Odo PEE h |= 
[2z*3:]- 2.9 dz 


! [8s M 


JE 
dz Jx] 2 EÏ n|- : m 
将 (Pb) 式 对 > 偏 微 分 ,{c) 式 对 = 偏 微分 ,得 
Sx). 9" f(x sx) 


7 , 3 
dx dz 


5: à te 
| EP 3 


- 
出 此 得 

六 (二 二 二 (e) 
*g I 384p) 


A COEM dc y 
t M Du 0 


Or 


得 


Oe 
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f(x y)=et grthyt+iry (g) 
SO), Mg 9 fO) M. 
3z FI ” ay’ EI 
得 
V M.y' 


fity,z)- -Mz MY + je hy + le + mye (h) 


将 (e 、(g)、(h) 式 分 别 代 入 (a) 式 中 的 o o LR 


vM? Mz? vM y . 
es - a y + 
- EI 2 3ET El 2 PIERIT Mee 


v= -M ryt a+b tcx + drz l Sp 


M 
= rr +e + gr +t hyt ix 
wS pë et grt hyt izy 


REGIA MUAQG.S- 2) mig 3 R, fa 


1! M M 
Zl Epp bt d+ 


Bodo tds m)z-0Ü 


Fk! mz|-U. 


Lh ize dr]-0 


7 (k) 
alatet t do)r-0 
P 
zb Pb tmyt tatiy|= 0, 
MENO 
| 出 tk) 式 可 得 
二 一 ' d=- m 
| "£g, $——dgd 
i— —yp, "--—: 
Hi End 3a nf d= i m=i 
| _ Mr Mx! | My! edes | 
“再 了 FI tart dil 
| v= ry at hz ez \ (1) 


M 
wc-ppztetgr- cy 
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$8.6 平面 问题 0157 ， 
上 上 式 中 的 积分 常数 a .5,c,e,g,ji 由 梁 端 的 约束 条 件 位 移 边 界 条 件 
du dv 


决定 . 设 潜 左 端 辕 定 , 即 在 坐标 原点 (0,0,0),w=w-w=0, 守 = 字 = 


=0, 将 (1) 式 中 的 xm 如 表示 式 分 别 代 人 上 述 边 界 条 件 , 可 得 


q—oe—j—0, P=e=g=0 
这 样 ,位 移 声 如 下 并: 


M 
u= ssr S *y(x? - y)1 
— M - 
uU o— qp (8.5 3) 
Wr Ep 


BATERIE t Ss ARI e RO DÀ He 
$8.6 平面 问题 


弹性 国体 都 是 空间 物体 .所 以 - - 般 来 说 ,弹性 力学 问题 都 是 三 维 空间 
问题 ,外力 一 般 都 是 空间 力 系 .从 人 7.1 弹性 力学 基本 方程 的 汇集 可 以 看 
出 ,由 于 弹性 力学 基本 方程 的 复杂 性, 求解 弹性 力学 空间 问题 在 数学 上 是 
很 困 难 的 .但 是 ,在 实际 工程 丫 题 中 , 确 有 一 类 弹性 力学 问题 ,由 于 讨论 对 
象 的 几何 形状 和 作用 在 其 上 的 外 力 的 特殊 性 ,可 以 把 这 类 问题 简化 为 平 
面 问题 ,这 样 , 在 数学 处 理 上 可 以 简化 .弹性 力学 平面 问题 在 工程 实际 中 
41 泛 的 应 用 .下 面 分 曾 讨 论 平面 应 变 问 题 和 平面 应 为 问题 ， 
一 、 平面 应 变 问 题 
今 考 虑 长 柱 拱 体 , 其 长 度 方向 的 尺 诬 远大 于 横 截 面 的 尺 遮 ,采用 直角 
坐标 系 , 柱 形 体 母线 平行 于 = 轴 ,t 写 1, ,4,, 见 图 8--8. 设 物体 两 端 周 定 ， 
RREA : 方向 的 位 移 . 物体 的 体力 矢量 F, 和 必用 在 物体 的 表面 力 拓 
组 ,都 与 x BRAK, RK z AiE, e 
F,=F,(z,y), F,-F,(x,y), F,=0 (86-1) 
BO—POUbiy). GP y^ P=0 (8.6-2) 
在 这 种 特殊 的 几何 形状 . 文 持 和 受 力 情况 下 LESE DERE E eX, 
HX x Amh, R 


u,—ul(x.y), u,—7v(r.y), u,—-w-0 


H 


h tt 


+ 158 > 第 八 章 ”若干 线 弹 性 问题 的 精确 解 


{8.6—3) 

ealt) en 76,70] 
由 此 可 见 , 只 有 下 个 平行 于 :zy 平面 的 应 变 分 量 是 待 求 的 ,这 类 问题 称 为 
平面 应 变 问 题 .由 广义 胡 克 定律 (6.4-6) ,得 应 力 分 明 为 


加 Ou di du 
«7 Mas tas] s 
" du dv du 
Ty = CE aT (8.6-4) 
_ {Ju 2v "MEM 
帆 (6.4 一 11) 式 及 {8.6 一 3) 式 的 第 3 式 , 得 
e. = [oc 7 (o, * 0,)]-0 
因此 
6. = v(o, ta) (8.6-5) 
这 样 , 静 力 平衡 方程 (4.2 -6) 式 简化 为 
do 90,, a 
Br Py PES (8.6-6) 
“ao Te p . | 
dr dy * 


相 容 方程 (5.4 -5) 式 中 的 第 一 个 方程 成 为 


http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
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#8.6 平面 问题 TU 


Gray Jy” 342 
Hos 5r RéBBERE.HG.6-3)2.(8.6- 4) &(8.6-6) S, LÈT 


化 成 
2 — 1 F, a a . 
Vlan to, )^ pepe (8.6 7) 
式 中 
1 2A * p) 
]-w À + 2p 
nA RTT 
P,-ogna,! G pytty | 
Æe 上 (8.6 ~ 8a) 
P,—o,n,to,n, 
Hc u(x,y)| 
f£ cL (8.6 — 8b) 


J= ylz, y) 
LAT ete, = eue JAJE ik E AR m FALE. 
|- rfi HE -E RS SE ra Pii E fe] RE I9) Rs Jn E 6e H RP EU. 
IRE ETR RONE 2C Et ze s ACUTE] E E S D E te RR rh b 
PIFRE: o”, +F =0 | 


物理 方程 ， aa T AS! |, + ui], t a) ) (8.6-9) 
m" 204 t u.s | 
rect i a na i 3 
相 容 方程 : "M PET F bs 
边界 条 件 : P'— on. dre E) 
s (8.6 — 10) 


HTH, £c. Ej 
上 式 中 指标 ec.B,y 的 范围 是 1 ,2. 
二 、 FAE j 
今 考虑 一 厚度 为 上 的 等 厚度 薄板 ,有 远 小 十 沙 板 平面 的 尺度 .采用 
HARMA WAS- 9. 载荷 及 约 末 反 力 作用 在 zx y 平面 内 ,构成 自 平衡 
ARAH 
了 
EEG 
F.-0 
AK dii 71 T8 8005 7 r8] BI o SERT E P P E, BE 
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- 460 + 第 作 章 ”若干 线 弹性 问题 的 精确 解 


有 
Pleyer) Pilay) 


P. = 
j y Z 
板 的 两 表面 | == + 分 上 没有 外 力作 
用 .因此 
(2.21.4 =, (oe) las 70, xX ? x 
od) [ub E 8 9 
Hr FAREI, ShA TE IEA pa] ESL PR A AR F AR Aa P rf] A h BI ATA DAR A 
应 力 分 量 
0,, 70,720, 70 (8.6—11) 


RE, REEFF Di Cry 平面 ) 的 三 个 应 力 分 虽 ao,, 0, ,5,, 是 待 求 
f , ic IS [REUS A T pr ar JH REAL. E 83 s (08 (6.4 7 60 RETE JL RI 77 
程 (5.3 一 3) 和 (8.6 一 41) 式 ,得 

0, = À(e, t ey, HE) + 2pee,, 


du du dw dw 
b: dy x] iu. 4 
由 此 得 
du A jdu , dv 
dz imas 2. EBn] 
" Ju do dup da 
ju oe ortos iius 
fou dv Ju 
"Xr 5] 25s 
(8.6 — 13) 
i du 9v du 
uy — Ep Jy H Jy 
E du dy 
s (ss a] 
式 中 
= 2À« _ vE (B.6- 14) 


A+2 H B l-r 
静 力 平衡 方程 (4.2 一 6) 简 化 为 
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$8.6 平面 问题 - 461 ， 
gum ad 
d Aep (WY) o| 
Jr Jy 
) 2o (8.6— 15) 
Ac Cat F, (z, y) = 1 
du dy 
H3(8.6 — 7) AA FEL 25 ET DL FH P HERR. 
dà 
Vs, to,)7 -(1*v) i i (8.6 — 16) 
ax dy 
式 中 
2{A * uj 
|t». T2» 
HARIA 
Pont ta 
l erd 8.6—17 
P,= oun, t oyn, | 5 l 
H= u(x,y) 
T e | 在 cs 上 (8.6 — 18) 
0— v(x,y)] 


AH ct+ 6-7 c,c 是 平板 中 面 的 周 答 . 
将 平面 应 访问 题 的 基本 方程 如 以 综合 ,并 以 喔 凯 张 量 表 未 如 下 : 
RIDES. 8 ls +F =0 


物理 方程 : da= A du |, tylu" lg t usd) 
mm i sj 2(A +a) 7| — 
相 容 方程 ; gl? = A Fie Paa eE |, 
(8.6 — 19) 
边界 条 件 : F = o"n, fte, E] 
> (8.6 —20) 
u.—u, iu JL 


LAHE a.B.y 的 范围 是 

RUE EC NE 6 一 9) 与 平面 应 力 问 题 的 基本 方程 
(8.6 一 19}) 可 知 , 它 们 的 形式 是 一 样 的 ,只 和 需 将 平面 应 变 方 程 中 的 拉 梅 常 
T A 代 之 以 A, 即 加 得 到 平 曾 应 力 问 题 的 相应 的 方程 .4 3A e (RR v LE) 
的 关系 见 (8.6 一 14) 式 ， 


=, MBAiry) RE 7] ER Éfr 
设 体力 有 势 , 即 


F=-7,， F=- (8.6 - 21) 


LEE 
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T 第 八 章 “车 干线 弹 性 问题 的 精确 解 


式 中 Y RIAS. KEBDI ENH AR Cr yo ,假设 
2d 


Gu E l2 i (8.6 = 22a) 
. ordy 
| $$ 77 3E d 77 FE (8.6 — 6) FS R 
a S0 Y 
去 [cu dy v) =0 
d o B 
5o 3 v) -ü 
AR 
"E 
Bu e tV (8.6 —22b) 
dy 
p 
Fay ES az + V (8. 6 一 22c) 


WAP. f 7; FR BE IE. GL. V) SEN BL E eR EE (8.6 22) 48A. 
(8.6— 7): JEDERICR 6 -21)02X up 


vios vy =0 (8.6234) 

对 于 平面 应 力 问 题 ,项 由 (8.6 一 16) 式 ,可 得 到 一 个 与 (8.6 一 23a) 相 似 的 
方程 : 

V'or(1-;)V*Vv-0 (8.6 - 23b) 


i AES 6 232): /(8.6 - 23b) HEJKA (x,y) 会 给 出 满足 静 力 
平衡 方程 的 平面 上 应变/ 平面 应 力 问题 的 点 力 场 ,相应 于 此 应 力 场 的 应 变声 
满足 相 容 方程 .车 Y=0, 即 体力 场 为 0, 则 平面 应 变 间 题 利平 面 应 力 问 题 
的 应 力 函 数 都 满足 以 下 的 方程 ; 
| Vo= i) (8.6 —24) 
这 便 是 平 曾 间 题 的 基本 微分 力 程 , 它 是 双 调和 方程 .对 于 直角 坐标 ; 
, 3 3 3 y 
vie c gs lt n 
| gt g^ gt 
-ir egi a 
HETTAN, A: 347 1:8 5 L1 E. 
| 用 直角 坐标 描述 的 平面 问题 基本 方程 可 以 转换 成 张 量 方程 ,它们 在 
[EX P BL ER B SE. 
c^-c"cPFpl.r-g?V (8.6-22/) 


(8.6 — 25) 
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$8.7 平面 问题 举例 ' 163 > 
aj! ii ud 2v ell IE f 
$|7- pes s (平面 应 变 问 题 )  (8.6—23a^) 


$|95-(t-:)V|? -0 (平面 应 力 问 题 ) (8.6 一 23b') 
若林 考虑 体力 ,出 
aat” ep (8.6 -22") 
$|2-0 (8.6 - 24^) 
在 以 上 公式 中 ,指标 <.8.y o 的 范围 是 1.2. 以 上 公式 在 任意 平面 曲线 
坐标 系 中 成 下. 


$8.7. 平面 问题 举例 


例 1 受 集 中 力作 用 的 悬 辟 梁 

邻 讨论 党 集中 力 下 作用 的 感 璧 梁 , 如 图 8 一 10. 采 用 直角 上 华 标 系 , 设 
RAER 与 声 相 比 很 小 , 则 可 以 作为 平面 应 力 问 题 处 理 . 略 去 体力 .两 
数 zy 和 zy 都 基 双 调和 上 是 数 ,它们 满足 双 调 和 方程 (8.6 - 24). 试 取 下 


式 作 为 本 是 的 应 力 郴 数 
va 
A 
2 
A 
3 
ES 
Ej 8 10 
Y o8 
P= z Cry + Bry (8.7-1) 
AT CB EIER RE. RRE. TAERA NS UD LINGE 
h a^» 1 
Eo —— [mEeEI-—- Esas t qp EV. — 
Zu 7 | TI pes Men 
8 
C Er 
FD 
a e eye -Ey 
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”164 “ 第 儿童 ”若干 线 弹 性 问题 的 精确 解 
g? 
o, 722 2 0 
d.r 
u Fo 2y 
m oa | 二 
在 梁 左 端 {x =0), 存 在 以 下 关系 : 
ar 
= | s, bdy— - Béh 
E 
由 此 得 
_3F 
Hom 
力 场 是 
—_— Fry E F 2 h : 
,= NE gy 705 ~F (5) | 7-2) 
式 中 
二 小 
I ji; 


下 面 计 算 位 称 场 .由 (5.3-3) 式 及 (6.4- 11) 式 可 求 得 与 应 力 场 
{8.7 一 2) 相 对 应 的 应 变声 是 ， 
29u le Fy | 


(8.7-3) 


E =a A-a F E 20. ^y 
" 2iox ay) 2G AGI 2] 
将 (8.7 一 3) 的 前 二 式 进行 积分 ,得 


u= FEY. qty) 
F (8.7—4) 
Xy v 
agp TEC) 
式 中 f(y),g(z) 分 别 是 y 和 zz 的 任意 函数 .将 (8.7-4) 代 入 (8.7-3) 第 
| 3 式 ,得 


TY 


VFy dg Fr’ df E |y 


h H 
2EI dr 2EI dy GI — 3] |] SUPCR) 


即 


JE E E ~ ~  _ _ _ _ htp/vibhiteducnvibbbs 
$8.7 平面 问题 举例 ， 168 。 
df, vFEy Fy dg_ Fr — FR 

fru 3E] -a (3E 332 n gap 5557795 
Exod - gu } 是 个 党 数 ,因此 可 得 
df yEy Fy — 
d opr 30) € ub 68) 
d Fz’ : 
式 中 
2 
prse (8.7-7) 
将 (8.7 一 6} 式 积分 ,得 
fly)= l v Fy ,rr +D 
G EI6T "7" 
geli epp 
7^ SEI ^ 
将 上 二 式 代入 (8.7 一 4) 式 ,并 由 于 (8.7- 7) 式 ,得 
Be Fil 
ge JE ETG -gb PA 
Eae Fh” +C +D D 
2EI  6FI \BGI " : 
梁 石 端 有 位 移 约束 (边界 条 件 ); 
u(L,0)-0, v(L,0)-0 (8.7—9) 
FRO.7 8) AL (8.7 -9) 5L 
FL! JFF 
D,-0, D= SET + (EGT cr 
这 样 
Br ] »jpy 
«^ eb (G gjert o 
_ Fry? EP Fh 
=H + scr * C Jc a) 
(8.7 - 10) 


C, Qj VLA EEG T E Cf E] 2 PEDE, 
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* 466 ， 第 作 章 若干 线 阐 性 问题 的 精确 解 


由 此 可 得 出 CC :这样 ,位移 am 可 表示 为 
ET J LO TFI jy _ Fay 
dip: À GEI | scr | 


| 


IRI t wh Lz[y)y 

v= ETL 3 天 + tal | 2EI 313 
(8.7 - 11) 

积分 常数 C, 也 可 以 由 轰 的 其 他 约束 条 件 决定 ,例如 | 3 | - Q, zi 


(L0) 


— T 


L 


«[1. 1$ j- 0, 由 此 得 出 的 uv 式 将 与 (8.7 一 11) 式 有 所 头 别 ,读者 可 


A frt. 

例 2 sh HTEIBBUOETR KIAL 

HE ARAPERA, YR ET Re a ATL, BILD 
Er y) 7 (0,0) FA f oz 75 4E 3r B ILU AR AF TP r+ Sg HJ 5T REI 
Fr WMA E- 11. 求解 平板 开 出 孔 后 在 拉力 Ft TEJE FOE MO hi 71 E E 
体力 . 


8 -11 


H TF 8 S EE BE UTREE CBE, FoU far H3 GER D PL CRT HE 
AF iii wf 73 [oT SUE b RE R E TREE Ar AL hr FUA EGRE TERES E TER 
fe] B ca 2r 88.6 — 227) (8.6 — 24 .可 以 得 出 用 平面 极 坐标 表示 
的 平面 问题 的 基本 方程 .读者 可 以 作为 练习 自行 推导 . 现 将 有 关公 式 列 出 

VA iz 7) eg Wee o RI Rz 21 4) 3 S 
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$8.7. 平面 问题 举例 


o ləğ IM 
e yar y 3Q) 
960 
Ogg 77 EFE 
| 383[189 
79^  S3rir 38] j 


应 力图 数 庶 满 足 双 调 种 方程 
VY =v = 
式 中 


J? j 3d 
2; € - ] g n 3 ga 
dr rór pp ae 


(8.7 - 12) 


(8.7—13) 


先 考 虑 大 图 孔 ,在 均匀 分 布 拉 力 Fr 作用 下 的 平板 .在 这 种 情况 下 . 


(8.7— 14) 


(8.7 — 15) 


MEHA DH 
D, = SF Y = Fr c cos 20) 
HC8.6 — 2225€ , E SEA LUE hz 72453 
ce =F, "M =0, o. 二 看 
它 与 大 圆 孔 的 平板 的 应 力 场 相符 .应用 (8.7- 128.7- 14)5& , S8 HB 
力 场 
s =F, (1- cos 28) 
o 1 
ow 775 Fy(17 cos 28) t 


g= = 4 Frsin 28 


HERISS, BEERA EHK EAE OJE A BILES 


P= fr) + fr)cos 28 
K ERRA. 7-1) 3 PA LE LB 


f! 
T 
me 


{8.7 — 16) 


d idile 1dfy| 

| 人 dr, . 
(d. 18-4 df 1f, 

dr^ rdr d£ rdr 


上 列 微 分 方程 的 解 分 别 是 


|^ 
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fai r)7 C, rinrzrtCr-ctCinr- el 


e (8.7—17) 
fir)-0PÁH-07 tO | 


将 (8.7 一 17) 式 代入 (8.7 一 16) 式 ,然后 将 得 出 的 辣 果 代入 {8.7 — 120, 


得 
Ca 4C 
z — C, (17 2In r)*t20,t-- Bc. Per cos 28 
C; ; | 
ow = C, (3 * 2In r)t26,-7 39 2i. cos 20 
2C 
O = EETA E a = |sin 28 
r r 
(8.7-18) 


在 圆 孔 表面 (a ,人 法 向 应 力 和 前 应 力 分 量 均等 于 0 , 即 

arla) = ola,0)=0 (8.7-19) 
天 圆 孔 对 平板 应 力 场 的 扰动 不 会 波及 远离 圆 孔 的 区 域 , 央 此 ,在 远离 圆 孔 
Ab SF BS D 23 uL BL (8.7 — 15) 3X Bros , Bp 


lime, = 到 Fr(1+ cos 28) 


lim oo = Lr — cos 20) ! (8.7 —20) 


| lim 8,7 — $F, sin 20 
将 (8.7-~ 18) 式 代 人 (8.7-19) 式 利 18.7-207 式 ,得 


F . oq i 
CeCi Q2-C-M OS -6- F C --TF, 


T C. 的 值 对 o, ,ow o IRE ERE C, =0. 将 以 上 积分 常数 
代 人 (8.7 一 18) 式 ,得 


F 2 F 4 z 
s.t Sjea- 4 55 Jeos 28 
Pa 24 FK. 
s» e) res cos 28 
P 
G 二 一 13 52 55 Jin 20 | 
r 


(8.7-21) 
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Bi(8.7—-21b)zX nEELEE HL ,TESE ECT TJI F4 方 站 的 圆 孔 直径 的 末端 ,ecw 
ARAM: 


e [4.5 | 3s (8.7-22) 


由 此 可 知 ; 并 小 圆 筷 的 平板 ,在 远离 贺 孔 区 受 均 旬 分 布 拉 力 F 必用 时， 
在 圆 筷 直 答 的 端 部 ,平板 的 应 力 最 大 , 它 的 但 是 3Fi ,如 图 8 一 11 所 示 . 换 
言 之 ,平板 着 小 圆 筷 ,在 拉力 作用 下 , 筷 品 的 “应 林 集 汕 系 数 " 是 3. 


j 593 


1. 一 半径 为 a 的 完全 刚性 球体 被 厚度 为 的 厚 弹 忻 奈 高 包 且 .着 球 党 承 学 外 
T. p ,计算 球 这 内 表面 的 径 向 和 周 向 应 力 . 

2. 一 元 限 弹 性 介质 中 有 R E E H. E 
调 壁 衬 磺 成 -弹性 球 壳 , 该 球体 与 介质 密切 
结合 ,空洞 内 有 些 力 为 po 的 气体 {图 8 12). 
分 析 相 邻 介 质 中 的 应 力 场 和 位 移 场 ,后 者 是 
T LEE FE 23 5E TE TRO BR ECL IT A E 03 5E 
^H Ri 55 A HE] fp Rr B Z3 SE TE MEAS IRI. 

3. -无 限 弹性 国体 证 一 半径 为 a 的 圆柱 
形 空洞 延伸 .空洞 有 奈 力 为 p, 的 气体 .分 析 
国 坷 内 的 位 移 场 .应力 场 .应 变 场 .假设 本 题 E B8 I2 
Apr d ER RS GREAT SIR LAG DET A E. 

4. 将 图 8 - 13 KREE APH AMEA. 

wa (i i s, (x | - Ù, "ES t y ]-o 


n2 ii 
s, eddy 6 | e, 00d =0 
uli ÁO 


-i 
b 


SIE SIE 
= 


“=== 
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170 ， FIE ”车 干线 弹 性 问题 的 精确 解 


假设 o, — - (255. ) - ef C) 求 梁 的 应 力 和 位 移 场 


dai dy 


5. 将 图 8 -14 PEHAR MIFA P ESSE ERE AP e n; JJ n] Rm T. RERI 9 — 
r(atdytey)ly(cs 5f. B. 


8, — ( r.c i ) =g kr. Ahi2)720, ax, hi2) pe 
abf? MI 

b | e, (tL dy -5 | yr C EL. s)dy-ü 
PERE TE] n2 


5 | guit Loy)dy— tL 
SR Rr we Jy i m bre d 


图 8-14 


6. RABY 71 PR EG BE [RUE m ET B9 BS IL EC. 19 LER EBORE 
六 的 相应 解 与 之 比较 ,并 讨论 . 
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第 九 章 ” 几 个 应 用 弹性 力学 问题 


从 前 - 章 的 讨论 可 以 看 出 ,用 角 术 方法 求解 弹性 力学 问题 , 需 进 行 复 
杂 的 数学 运算 ,而 且 只 能 对 一 些 物 体 的 几何 形状 和 受 力 情况 痢 比 较 简 单 
的 问题 ,才能 求 得 解析 解 . 

志 代 工程 技术 提出 了 很 多 比较 复 染 的 有 工程 实用 价值 的 弹性 力 党 问 
懒 ,要 求 这 些 癌 是 的 解 既 内 有 工程 计算 所 需要 的 精 庭 , 调 数 学 运算 你 森 过 
AR ,这 就 要 求 崇 立 在 工程 上 广泛 应 几 的 结构 构件 ! 如 杆 LE d SEO BS 
近似 理论 . 

本 草 从 弹性 力学 的 基本 方程 出 发 ,引进 有 关 变 形 的 适当 假 浴 ,使 基本 
方程 适当 简化 ,从 而 建 并 杆 , 梁 , 板 的 近似 理 沦 .它们 在 二 程 上 有 广泛 的 应 
用 价值 , 常 称 为 应 用 弹性 力学 (Applied Elasticity) pjg. i A B ILA 
用 弹性 力学 间 题 的 讨论 ,使 该 者 理解 如 和 何 从 剖 性 力学 基本 方程 出 发 ,通过 
运 当 的 简化 ,以 建立 有 具体 问题 的 近似 迎 沦 . 

本 章 讨 论 在 工程 |. 广泛 应 用 的 铁 木 辛 林 (Timoshenko) 梁 理论 , 欧 
拉 - 相 努 利 (Euler — Bernoulli) 88 38 i6 , P Ef 38 (B8 Hr £R ( Reissner) 18 ) Hf 
i£ EE E IO SE JL FESSES FRE e 


$ 9.1 铁 木 学 柯 染 理 论 


梁 是 一 个 横 问 受 载 的 细 长 构件 , 它 的 长 度 远大 于 其 横 截 面 的 最 大 线 尺 
度 , 模 截 所 有 对 称 负 . 采 用 直角 坐标 系 ,r 铀 通过 模 截 面 的 形 心 ,z E 
面 的 对 称 轴 , 如 图 9 一 1, 没 作用 在 梁 上 的 横向 载 肯 对 称 于 .r+ 一 < 平面 , 即 


z4 pix) qmm 


的 动人 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
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- jii € -= -3 LLL r - — 


P =0,P —0, 

Pf{r,vy,z)= P(x,— y,z) 
ELFE M AN Fs( 需 说 明 ,Fs 中 的 S 不 是 张 基 指标 ,只 表示 这 个 力 
F 1:88 7] (shear). JA 


(9,1-1) 


(9.1-2) 


积分 是 对 加 的 模 截 夯 A 运算 ,4 的 周 界 为 C. 设 梁 内 各 点 的 位 移 分 量 为 
u, = zolar) | 
u, = w(x)] 
(9.1 - 3) 812p PR SEL LCD. TEE HR ICE CLIPS EA TMAR 
ERRA, TERTERA IB, Cc) ROTER ELLE E 
FAAEE: O 任 一 横 截 面 上 所 有 点 的 垂 向 位 移 相 同 , 即 w 只 是 x 的 函 
数 , yir AR AË, 


(9.1—3) 


d 
TG d T d T 
E 1 dw 


Hr X35E18(6.4—5)86,.4— o. 


g,, — Ex od vios tu) 
E : 


o. AGe, 7 G 


erm 


3L M, BR 1-7 ni p BE EE IE P T8] EL PIE BE — 2B R: EA es 表示 式 中 的 
vo 二 go) 项 ;加 在 o, ARAP, U E GREG, e 是 一 个 常数 , 称 为 
确切 系数 , 它 表 示 当 的 横 截 而 上 的 平均 前 应 变 ( 也 称 切 应变 ) 与 槛 截面 形 
心 处 的 前 应 这 之 比 . 引 人 系数 A8 是 计 及 深 模 截面 前 应 变 分 布 的 不 均 革 
TE ,这样 可 便 梁 的 近似 理论 更 楼 近 于 三 维 弹性 理论 .k&" 的 值 与 横 截面 的 
JÉXUB Xon] d ed 7r ESSE. 4L Cowper G.R. "The Shear Coefficient 
in limoshenko' s Beam Theory" (1. Appl. Mech, June, 1966,335 ~ 340). 
d 9-135115 £^ 的 一 些 数值 . 
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mX--i1 NUES cg 


EE v SEE S IB 贺 形 截 前 
0.0 0.833 0.857 
0.3 0.850 0.886 
9.5 0.870 0.900 


基于 上 述 两 方面 的 简化 ,应 力 一 位 移 的 近似 关系 为 
d | 


Gu — Ez 4— 


dax 1 
BE dze Vi 
"ET OES] 
VEO 1-7 433A (9.17 2): 45 HH 2948.39 7] E LEE BO XN 
M= ET S? 


dr 


(9.1 4) 


(9.1—5) 


F,- e GA[o E) 


dr 
式 中 ,了 | zdA 是 梁 的 横 截击 A 对 于 y 轴 的 惯性 矩 .由 (9.1 40 


A 


(9.] 一 5) 式 可 得 


. Mz 
ir I 
. E (9.1-6) 
AX A ] 


应 用 静 力 平衡 方程 (4.2-6), 略 去 体力 ,对 它 的 第 一 式 的 各 项 乘 以 3E 
对 于 梁 的 模 截 面 A 进行 积分 运算 
可 
| z PJA + | z 
A A 


dr 


dg, dg 
EUER E 
Jy dy 


利用 t9,1 一 2a) 式 ,上 式 中 的 第 一 个 积分 成 为 
3 
| z Lega =M (9.1-7b) 
A Xx 
应 用 平面 格林 定理 ,(9.1 一 7a) 式 中 的 第 2 个 积分 成 为 


| do,, do, 
Fa 
A 


> + 
g 2 
- | PE i 3z 20.) —- 8, dA 


rz 


dA=0 £(1(9.1-743) 


dA 


dy 了 


vamintieuniu tr i RR M RI E RU DD CE CRM DECANI LDLC OM GI FEE MR L DR cM SUCCI EE EE MD MOIS pEEENU ME en fL 0GUERUNCMOHGMOENE UR EDU, 


Me zh 4&- t£. http;//vib.hit.edu.cn/vibbbs 
00474 7 RAEO 几 个 应 用 弹性 力学 问题 
- lagn, ton n jds- | 8,, dA (9.1 一 7c) 
` 4 


TEE BU Se pi CAE FER CO n, -0( 对 于 等 截面 直 梁 ) 或 n OQ T E 
面 变化 缓慢 的 变 截面 梁 ). 由 (4.2 - 2)5X (9.17 0X 
P- om taun O.E C E 
出 以 上 的 结果 ,并 由 于 (9.1 一 25) 式 ,(9. 1 TOUR 
je, | do. 


| * E 
A 


2 àz| 
iX EE LOMEREICO:.1 752 (9.1 74035, (9.1 — 7a) ACE 
dM 


d. Ls-O (9.1—82) 
AER JE 8r 71 $2 (4.2 ^ 60s B8 3 式 进行 以 下 的 积分 运算 : 
d [9 d ， 
| DE dA i Uwe = |dA-0 — (91-79 
A Ja | 


应 用 {9.1 一 26), 上 式 中 第 1 个 积分 成 为 
| dg. T dPs 


A da dx 


(9.1~ 20 
应用 平面 格林 定理 ,(9.1- 个 积分 成 为 


PE ds 
| FE zm dA - 中 (c. m, * o, n, )ds 


- $ P.ds = plz) (9.1 7g) 


因为 ,由 (4.2 - 7)xh A XU, TE SE RT E TE, P =a, + oun, c0, 
2,70. p O RREH EIER JI DM ALONE 
| tE.11(9.1 70D RI(9.1 7g X, (9.1 7e) X RE RF o 
dF 
d. RC 0 (9.[—8b) 
| JOB O18) ERE EE Ie IRE POI I DL 7) A JI AKUCR DEAE TR 
(9.1 - SEC A (9,1 800 NER DLRERE SOR IDE 805 Fe 


: 
e cae t |+ pa) - 0 o | 


d [zi dé Mi 
DES JE Poa + 

方 得 (9.1-9) 便 是 所 谓 的 铁 木 六 柯 梁 方程 . 人 
| (1878 一 1972) 提 出 来 的 ,因此 以 他 的 名 字 命 名 . 铁 木 辛 柯 梁 理论 计 及 恋 的 


(9.1-9) 


= 


H 45 46- 44. http;//vib.hit,edu.cn/vibbbs 
$9.1. Wokse WES - 175- 
变形 以 及 前 变形 . 


B) 应 用 铁 木 享 柯 法 理论 计算 网 9-2 所 示 的 等 截面 巧 辟 梁 . 
出 十 ptc)=0, 由 (9.1 一 8b) 式 ， 


dFe 
dr —— ptr)=0 
Fs= 0 
fi E 9 2 
F, 0}= -F 


因此 


由 (9.1 一 8a) 式 ， 


Ely= - Gc tG 


由 于 梁 古 端 湖 定 ,$( 上 ) 0, 国 此 Ci FLA, 


Elg = RUP — x^) 
由 (49.1-5b) 式 ,得 


dw FJ、 _ F 

dz GÀ "^ FGA il L‘) 
将 上 式 积分 , 竺 

uo F . F ut 2 — 

"O FGA Ba Lx] c, 


aLa BER qaita e Lir Le 
= | &caplr] jr pie eu 


££ r= L Ib wCL) -0, 内 此 


——————— OO I IU S —— — !——— Ü' 
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w= |- LE. (2 - NI) v RD 


EIL E&GAL'AL) 2ÀL 
E c O AbH), w 达到 最 大 值 w(0) 
E EI ;| 


w(0) - 3 k GAL. 


(9,1 — t0a) 


Ehve(0) 1l, EI -d dT Y 


r RUN MEE (9.1- 10b) 
ZUR UD RIEN EE LEON b, RA h, M T= P :这 林 ， 

pun) - : " ir (9.1— 10c) 
EUR v-0.3,4^- 0.850. Nil 

2 = 2| 7 | (9.1— 10d) 


(9.1 - LOdD x ET LALHB HE ZR e o ALES. 9 — 3 Boos Xy EG roo dnd 
SEREM bod d pim MEEO = 于- 由 图 9- 


3 Nae MIND MU 


Eho(0)— 1 H HETT pp YZE IS T BEI M0 SUCRE 


METUS 


g KS Kmi K, BPR T OER E, Te E t SEI) se BE COLSEJE ) S SEC Ua en 0n 
KEAK. 


t 
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$9.2. 欧 拉 -人 怕 努 利 梁 理论 0477 7 


$9.2 Wehr —- 伯 努 利 梁 理论 


dide EU deg Cs Bro rh, 8T 708 TEL 55 29 da 48 JE d HC E, Bip d np LER 
X Bu e pep eco xq E e FE EAE TE REELBECO 1 — 5b) at rn 
je E b (G-» oo (0.2-1) 
iXH.FSZO.XX RRE NE EEGCCGEJRSGGRBTXGA-newmmdie 
Ili YE RUE JE UR FEAST TE EL E ÉL PEE o i) ERE a, (9.1 - 
Sa) &(9.| — Ra) np iR 


à 
Meg | 
da | 
d d uw | E 
p= dert) 
$(9.2-20) XA (9.185), 8 
d II x = plr) (9.2-3) 


da^ 
在 给 定 梁 端的 w (R F.)u RT (或 M) ,出 可 得 到 方程 (9.,2 ~ 3) 的 惟一 


8.37 8(9.2-2).(9.2 - 3) d B e. - 们 仅 利 梁 懂 型 ,这 是 以 对 这 个 问题 
进行 研究 的 数学 家 .力学 家 欧 拉 {1707 一 1783)7 利 伯 努 利 (1700 一 17821 的 
名 字 命 名 的 . 欧 拉 - 们 努 利 潍 理 论 以 其 形式 简单 , 便 十 应 用 而 在 工程 上 被 
广泛 地 采用 ,因此 ,这 一 理论 在 材料 为 学 课程 中 有 详细 的 讨论 .需要 指出 
的 是 ,在 历史 上 , 先 有 欧 拉 - AEAEE, TEM To K X3 


(TOLA 9-3 } 是 正确 的 . 在 这 种 情况 下 , 略 去 剪 变形 , 即 息 设 梁 只 有 
弯 血 变形 ,而 洪 对 于 剪 变形 是 完全 刚性 的 ,这 样 处 理 ,不 会 产 牛 明显 的 误 
类. 对 于 粮 短 梁 [ 于 并 着 很 小 ] ,能 朗 形 在 架 的 总 变形 ( 挠 度 ) 中 有 较 大 的 


页 献 , 甬 变形 与 弯曲 变形 相 比 前 考 不 能 略 去 .因此 ,对 十 粗 短 梁 必须 采用 
BORA BUR BUM UE TESI HORE REB He br - (5j XE BRE A 


E. 

例 弹性 基础 梁 

现 应 用 路 拉 - 伯 努 利 粱 理论 讨论 弹性 基础 梁 , 它 在 结构 方 学 中 有 广 
这 的 应 用 . 梁 长 为 上 ,等 截面 ,两 端 简 支 , 受 均 布 载荷 p,, 漠 性 菜 础 的 刚性 
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图 9-4 
系数 汶 ,弹性 是 础 的 反 力 的 大 小 与 梁 的 乒 度 w 成 正比 ,方向 与 w 4H 
反 . 册 于 问题 的 对 称 性 ,坐标 原点 取 染 的 中 点 ,如 岗 9 4. 应 用 (9.2 一 3) 


式 , 江 的 基本 微分 方程 为 
EI x = - py kw (9,2—4a) 
P pago n (9.2 — 4b) 
式 中 
Ag = >0 (9.2 — 4e) 


4j F&(9.2 - 4b) 的 解 为 
w — C,cos 有 rcosh £r t C,sin Bx*sinh Br + 


C,cos Re*sinh. Sx + Casin Br-cosh Br — 2 


(0.2— 5) 
o 5 RT A: 
由 边界 条 件 串 得 
C, C,-—60 
p | COS | - | à cosh( 5) | 
p e | 
lb. cos (5 eoh (B) + sin? D sin (E) 
| sin (5 sinh A j 
c =ê 2 2 
d. j COS [E eos? (7 sae ( A) THE 
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#9.3 中 厚 板 理论 ( 赖 斯 摧 板 理论 ) + 1379 - 
因此 
m 
w = Cicos Br:cosh Bx + Csin Er'sinh Bx — 
(9,2-7) 
4 
=EL asgat EE - 
«=y» a 4a 321 (9.2- 8) 
jj 
E cosh [B | + sin (元 | sinh? RE 
2 2 
"IT oet 
= z (cosh 2a t cos 2a) 5 
A — cosh 2a * cos 2a (9.2-9) 
因此 
C = Pi A cos acosh a,C, 二 Ps sin asinh a 
= A Z cos acosh acos Breosh fr + 
sin asinh asin Brsinh 8r) - | (9.2 = 10) 
Pol | " - 
M = A acosh asin Besinh Br — sin asinh acos Becosh x) 
L 
= Kcos acosh asin Brsinh Br - 
sin asinh acos fircosh fx) (9.2— 11) 
在 梁 中 点 
w(0) = 7 2 cos acosh a = 1 | (9.2— 12) 
L’ 
M(0)-2 一 EE ASm asinh a (9.2—13) 


89.3. PEIRE GEDUTAA RR) 


PFR ERC TP ECT EA TP" OR" i a. GS" H8 HE GE ER 


eie EEELLSGCEGOLLLOLLLLLEZCOCGLL'UDXLLÁ«GLCLAALLL C aO EE A MET iri EAD TE PEDI 
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远 小 于 板 中 面 的 特征 长 度 “ 中 厚 板 " 的 厚度 虽然 也 远 小 于 板 中 面 的 尺寸 ， 
但 “中 厚 板 "理论 与 “薄板 "理论 的 区 别 在 于 ;中 厚 板 受 载 后 由 横向 前 力 引 
起 的 释 形 和 弯曲 变形 属 间 一 量 弘 ; 分 析 中 厚 板 在 载 符 作用 下 的 应 力 和 变 
形 时 几 须 考虑 横 问 剪 切 效应 ;而 对 于 "薄板 * 则 不 考虑 模 向 前 切 效 应 .中 厚 
板 理 论 由 赖 斯 纳 (Reissner) 首 先 提 出 ,所 以 又 称 为 赖 斯 纳 板 理论 . 它 实 质 
上 是 把 铁 木 辛 柯 梁 理论 由 一 维 扩展 到 二 维 , 即 由 粱 扩展 到 板 ， 

今 考虑 逢 形 板 ,中 面 的 面积 为 A , 周 界 为 局 ,作用 在 板 面 上 每 单位 面 
FUE EA p ,采用 直角 坐标 描述 , 板 元 素 及 其 上 应 力 分 量 的 正方 向 如 图 
9 —S(a). 


图 9 -5 板 元 素 及 合 应 力 


一 、 定义 板 的 合 应 力 一 一 前 力 ,力矩 
A2 
Fs | o, dz (9.3 -]a) 
hj? 


hi? 
Ms = g,zdz (9.3 — 1b) 
-hil 


Fs, Ma TAEAKE (8 89 25 80 3. Dr FC HE B9 7] 58. d a,8 的 范围 为 
1,2, RB zr. y. db x 只 表示 方向 , 当 指 标 zx 重复 出 现时 ,没有 求 和 的 会 
义 .这 样 
Fa — Eg ,FACGVID 
Ma — M.M, CBE) 
M,,, M, (HJE) 
ETELE m n B] 9 — 5(b) Bro , de BRL 85 y 7 A E Jr RR A 


UU 
36. zh 16-18. http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
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的 正方 向 决定 . 
二 、 板 的 平衡 方程 
略 去 体力 ,平移 方程 (4.2 一 科 可 写成 以 下 形式 : 
Gg T Gaze TÜ 19.3722) 
C unn Tu. 50 (9.3—- 2b) 
求 和 约定 只 适用 于 指标 a,8, 对 (9.3 - 2b) 式 的 每 一 项 进行 积分 运算 


k2 
| 
-h2 


h/2 hi2 
| c, adz V | Ga ,0z —0 (9.3 — 3a) 
- kf2 


hi? h h 
0 d, dz = 0, F) | -2]- 5G») (9.3-4) 


p(xz,y) 是 作用 在 极 面 上 的 模 向 载荷 (为 /单位 面积 ) ,以 正 z 方向 的 p(x， 
y)AnE.B T(9.3-4) &(9.3— 12238, (9.3 34) 3X nf Eg 


F,,tp-0 (9.3-—52) 
hi2 
M (9.3 - 28) 式 的 每 一 项 进行 积分 运算 | ^ zdz Ul 4 
-hiJ 


T hi2 
| reszdz+ | NETT (9.3 - 3b) 
z 


"EET -h[2 
对 上 式 的 第 2 个 积分 进行 分 部 积分 
f p esrde = Gua | odz=0- Fs 
-AI2 一 下 要 
(9.3 — 3c) 
在 平板 表面 上 没有 前 应力 oss ,因此 上 式 中 (ax) 人 2 20. B (9.3 — 
3c) £ (9.3— 1b)3$,(9.3 - 3b) s 


Myg T Fs =0 (9.3— 55) 
(9.3 — 3a. b) JE L4 89 7] 2S HB A Ko IARE 7 
三 、 板 的 应 变 
对 板 的 变形 作 以 下 慨 设 ; 


u(r ye) z(x,y) 
u.(r,y,z)— w(z,y) ocn 
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ERI: O TER IPTE SIT TE CR CREAR GO E ECT RU eL LEX de EAR E 
形 后 依然 保持 为 豆 线 ,y 为 它 的 转角 ;加 ERA RETE UE SIE A TAP hA 
直线 素 上 所 有 的 点 有 相同 的 横向 位 称 e LCD 中 而 没有 伸展 , 即 中 面 是 板 
Cn 3 -3) 式 , 则 有 


Lig t9 


— - i. tae .) | (9.3— 7) 


PFL-a 
2 i (9.3-8) 
2 
Gr Endz | 
将 (9.3 一 了 7) 式 代 信 (9,3 一 8) 式 ,可 得 板 的 “会 应变 ” - EEG Ae 
1 y 
Hn Ex ai " 
(7o sua E eu) | TEN 
Ga E Pa + UW a 
(9.3-7) &(9,3- 9)X Lg 
£g — EN. Eu 719. (9.3— 10) 


四 、 应 力 - 应变 关系 ,“" 合 应 力 ”-“ 合 应 变 " 关 系 


应 用 广义 由 区 定律 46.4- 5 , 则 应 万 一 应变 关系 可 列 出 如 下 : 
Eeg = {1 + v), 7 vos, T Va, Gue | 
o, 7 2Ge,, = Ga, ; 
AU au^ 04 ton Tan: (9.3 DAF «a p, ME 
Eea 7 (17 v)o, ^ 2vo., 


(9.3- 11) 


x 


下 
ud F c up 十 了 se 
1 一 > 1 一 Ua 

H 


应 用 工 式 , 则 由 (9.3 一 11a) 式 可 得 出 以 6 及 a 表示 的 5 


E E 
: zEn ba + I yes Dan (9.3— |2a) 
T pP 


pt "a 


EE 
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m FO.3-10) X, Ea ap 5 p 
Ou 一 c Z LO 加 v)m, 十 yn 9, ] 十 sd. 8s 
m 


(9,3- 12b) 


式 中 
m—m.-—44,, (9.3- 13) 
m 称 为 板 的 而 积 胀 缩 .将 (9.3- 122234 A (9.3 1h) 式 得 


M= DI- 3) w+ vm ds] + 


và à ahi? 
ud | zo, dz 
T F d-an 


| 
(9.3— 14a) 


ER! , JE IER LS NE. 与 此 相似 ,将 19.3- 11b) 3S (A 


me 12(1- 


(9.3 一 14) 式 ,得 
Fs, = Gho, (9.3— 14b) 

将 49.3- 142245 M BE ri E ELS E LCD. d 32 (9.3 — 14:0 8 A R 
分 项 , 即 略 去 应 力 o. BUR LCD DIE E G IERO. - 14boo B G. d 
“前 切 系数 ”, 其 总 义 与 89.1 的 铁 木 辛 柯 党 理论 中 的 8^ NULLE 是 泣 松 
I v fj e fL AIER VE PR EL F 0v «0.5,0. 874 E X 0.955 对 于 ，= 
0.3,& —0.922 5 È &' 20.86. EFE E EAA — A BET XE IE 
伺 式 可 与 成 : 

M,,= DLt1— v)m,, vm 0,5 : (9.3—- 13) 

Fo, = Ek Ghq, 
将 (9.3-9) 和 (9.3- 13) 式 代入 (9.3-15) 式 ,可 得 合 应 力 - 位 移 关 系 : 


1 
M, = > PLCI 一 v), 十 Pya) + 2v, 8, ] 


(9.3— 162) 
Fa SR Gh(Q, ! w) (9.3- 16h) 


五 、 以 位 移 表 示 的 中 摩 板 的 平衡 方程 
4.3 - 16) 054A (9,3 - 5) 式 ,得 
了 DLL -~ mE v) js. ] E kR Gh Cq», 十 w,,)=0| 


K Galp twn) tp=0 
(9.3— 17) 
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(9.3 — 17) 3X ELA fr b w d uu, 表示 的 中 原 板 的 平衡 方程 .这 三 个 方程 烛 
FAE w My 是 耦合 的 .但 方程 (9.3- 17)? 可 以 解 轿 , 现 推导 如 下 :由 


(9.3— 16a) X: 
Ma, 7 SD [vp ga t bts]. (.3- 182) 
Mayo MUI 2), "IS | 2 
l 
-sD 2p E = D. as (9.3 — 18b) 


由 (9.3 一 13) 式 
Vm=V (gra) = Cpa) 7 dug (9.3— 19) 
由 (9.3~5) 式 和 (9.3 一 19) 式 ,(9.3 一 18b) 式 成 为 
Mau = F7 - p= Dh a 7 D Vm (9.3 —20) 
B(9.3—- 1700: & (9.3 — 13) XX, 
-p= Fea TE Ghia t wu) & Oh m+ Vw) 


vessaa T (9.3 — 21a) 
gr(9.3-5b),(9.3— 18a),(9.3— 13) & (9.3 — 16b) n] 4H 


Fs, = Mas 7 5 DI - V), ut (1+ v) ds aa] 


即 
= | Ghw -Dü*ym| 
上 起 可 化 成 
(dv - 1e = zow- L4 ap") (9.3 - 21b) 
用 (9.3 - 19) &(9.3 -200,(9.3 214) RT 4E I, 
Vuw-b-2P (9.3 - 222) 


(9.3 一 21b) 式 也 可 进一步 化 简 
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h c mE dt» k? a 
Ti Jes e xv ]eypg ^ 


利用 (9.3 - 224)/$ (9.3 20) 3X , HT 8 
z 
Vw LO Wa 


1- v124? 
_p_ Vp ,lth Vp 
D Gh l-vi28 D 
Su UEM 
D DREbAiCh 1-vl12 
p Vph 
D De:12 
} 
zc c 
h^ a 3 h* 
QVE - EO UNE 
lip Jur 3 Map" Ji b] 
h? j 9 
[28 1) DY 4.32 |=0 (9,3 - 22b) 
方程 (9.3 ~ 22a) 和 (9.3 一 22b) 分 别 只 有 一 个 位 移 变量 w, g: 
M P Vp | 
VETE | 
有 1 3 7 (9.3—22c) 
(Bpv -1)p Y «32 |-o| 
a] 
方程 人 ,3 一 22) 是 出 方程 (9.3 - 17) BERE HB 8 , xc E HERNA 
[SE UP ETE 
六 、 边 界 条 件 


方程 (9.3~~17}) 或 (9.3 一 22) 可 以 得 出 惟一 的 解 ,只 党 给 出 沿 板 的 周 
T C 上 的 边界 条 件 (如 图 9-6): 


w, X Ea = Fn, 【9.3 一 23a) 
及 内 ,或 Ms T Mann, (9.3 ~ 23b) 
LA quc M, M gnas (9.3 — 23c) 


式 中 
FP., 一 一 沿 C dg fr KK HE B RE m] 3E 73 ; 
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M, 


ii C Bi REESE RO PES s 
沿 Cm KENIA 

站 :由 一 一 汪 直 于 中 面 的 线 素 的 转角 矢量 o TEIL C HA i HI 
qr. 


图 9-6 


nj ELE r0 I it Og 9r AO RF ie 5S CR SERISE PUER m reg, H e 
E xt A. CHERI. Fes A e — DEB H RP VERE Bc 8 25 M 2m E A a tn 
F JE. 


七 、 中 厚 板 理论 基本 方程 的 普遍 张 量 形式 
ds EHE WI REGI I FO UHAR DEM Ra CIDA TILS MER 


BRR. 
Es FECE 
Dwl” =p- h? 5l | 
w 6A (1 一 
(ue 
Br E = 
p Uy, 2 *ploi-DAiz- pl,=0 
| MAE: 
] ' = 1 a it 
ma 7 xy d lut dui XX mc lat ga l ) 
(9.3-9a) 
| m-mi-d4 |, (9.3—13)' 
q,7 d, * wl, (9.3—9b)' 


| Sn A. 
M; = D|[(1- vims + vm à; | 


M a Roe Ime P n cfe LL 
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De (Wt AE: 


(9.3 -16a)' 

857]. 

Fi- Fog” =K Ghq,g? — hk Gh( p, 1 wl, )g? 

(9.3—- 16b)' 

BE JR: 

d f 

Pean a = = lt P Lg" p [ug 

(9.3- 12) 
o Fih-Bk Glip, swl,)g" (9.3- 11y 


在 以 上 各 式 中 ,指标 apy .4 的 范围 是 1.2. 指 标 x 只 表示 方向 . 
SO XP HR IUE 9 — 7, 0 ME BEI AE a 


pr y) - Fsin Mrsin Ny (0.3— 24) 
XBFE,M- jin :NN 一 是 常 a Brom.n-l1,2,3,e 
y 
b 
o ü X 
图 9-7 


DR AE p AE 
w(0,)- M,,(COLy)2 9,(00,5)—0 | 
wlr, 0) =M, Cr,0) — 4, (7,0) 20 
wia.y) 2 M.(a.y) 7 4,(a.y) 20 
wir,b)- M ylz b) =d, (m, b)-0j 


TESR I (9.3 — 24) EFI F M o EAR (E (9.3 - 25) [9 JEFE CO. 3 - 220 B] 
一 个 解 是 


| (9,3-25) 


w= Asn Mrsin Ny | 
d, = Beos Mxsin Ny ; (9.3 - 26) 
d, = Csin Mrecos Ny j 
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成 中 六 ,B,C 是 待定 的 常数 , 特 {9.3 一 26) 式 和 (9.3 24) 式 代入 方程 
(9.3 一 22). 先 代 人 方程 (9.3 7 22a) 
2 a 
V. p [3 : jr |(Fsin Mzrsin Ny) 


= — FM'sin Mxsin Ny ~ FN?sin Mzrsin Ny 


= -FC(M" + N’ )sin Mzsin Ny (9.3 — 27a) 
V' i9 en T 1, J (Asin Mersin Ny) 
w 一 [zs Iray ay MATI TS NY 
= AC M^ *- N'Y sin Mrsin Ny (9.3 - 27b) 
1$(9.3—27a).(9.3 - 27b)3R (£A (0.3 — 224)48 
z 1 M+N’ 
ST x E = -+ E E 
ACM" + N Ysin Mrsin Ny [5 LG |Fsin Mrsin Ny 
A= j + E ; (9.3— 28a) 


DIMEN Y R^ GACM^ & N?) 
导 解 方程 469.3-22b) 的 第 一 式 a — 1, BID m FH, 


h’ 2 dp . 
ap" Uip vie «35-0 (9.3~ 22b,) 


Viy, = BM'cos Mzsin Ny * 2 BM! N'cos Mxsin Ny * 
BN'cos Mxsin Ny 


= BC M^ + N? Y cos Mzsin Ny (9.3— 298) 
d 
= FMcos Mrsin Ny (9.3— 29b) 


D V'h, += [DBCM? + N^Y + FM ]cos Mrsin Ny 
(9.3 —29c) 

{Dv jt 24 

= — [DB(M + N*y + FM ]( M? + N?)cos Mzsin Ny 


(9.3— 29d) 
78(9.3-294):: (9.3 - 290 3 6 AT £8(9.3 22b, 2, f 


[DBM + ND + FMI - (M? * N?)]cos Mzsin Ny 一 


[DB( M^ + NY + FM]cos Mrsin Ny —0 
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- DBM + N Y]-DB(M +N y. 
T" + N?)FM + FM 
FM 
[3] PE 
g= BO ERU (9.3 28c) 


(9.3-26) 式 及 (9.3-28) 式 给 出 了 所 讨论 的 问题 的 解 . 

由 于 所 讨论 的 概 问 题 的 线性 人 性 质 , 亚 训 上 原理 是 着 用 的 .因此 ,上 述 解 
与 双重 人 性 从 叶 (Fourier) 级 数 结合 起 来 ,可 用 于 求解 任意 分 布 炉 向 载荷 作 
HF EZERK. EREA 

plz, y) = 25 2 faasin Maxsin Ny (9.3 — 30) 
mol azl 
V e i) fr H A 
LASA 1 1 ìs sin Mzsin Ny 
ü 2; 2, PU FN) EG Jr. (MN) 


(9.3— 31a) 


4 f, M cos Mxsin Ny 


zn » x DOM +N 


a wa fu Nesin Marcos Ny 
=- Lo S. — X9 desire) 
g. b» 之 DOM? 十 c 


式 中 Wa Ness. m.n-1,2,3,-. dE BRE AR CALL 由 给 定 的 分 布 
Abr y RE. 


(9.3 — 3ib) 


pun] 


$9.4 薄板 理论 


薄板 理论 是 19 Ea HA E (Germain) , 拉 格 六 日 和 柯 西 等 人 提出 
来 的 . 现 广 泛 应 用 于 工程 颌 域 . 本 凶 对 薄板 理论 的 推导 ,是 从 $9.3 出 发 ， 
将 中 怪 板 { 赖 斯 纳 板 ) 理 论 加 以 适当 修正 , 即 进 一 步 假 次 : 板 变形 前 中 面 的 
直 法 线 在 板 变 形 后 仍 保持 为 直线 峡 垂 直 于 变形 后 的 中 面 .这 便 是 荐 板 理 
论 中 著名 的 直 法 线 假 设 . 这 个 假设 的 意义 是 : 略 去 板 的 横向 剪 变形 .由 
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(9.3 一 7b), 有 


Bar -lG. "üt wo.) =0 


Us E 
PTT Wa (9.4—1) 
Tr(9.4 — 1) 式 代入 (9,3-9) 式 , 则 板 的 侣 应变 -~ 位移 关系 如 下 : 
Mag T T W ag s q,—0 (9;4—2) 


将 (9.4 一 2) 式 代入 (9.3~15a) 式 ,并 应 用 (9.,3 ”13}) 式 ,可 得 薄板 理论 的 
RAEN- WERK: 
Ms = - DL 7 v) w stv(V w)8,, ] (9.4 — 3a) 
由 (9.3 一 5b) 式 ， 
F,-M,45,7-D(Vw), (9.4 — 3b) 
ETHAIR, , 板 被 认为 对 剪 变形 是 刚性 的 ,因此 (9.3- 156) 28 H: 


q, ^ lim 


对 (9,4 一 3b) 求 导数 ,得 
Fu ,7-D(Vw),--DV(Vw)-2 -DV w 

这 样 ,(9.3~ 5a) 式 可 写成 

DV'w-p (9.4 - 4) 
APV 是 双 调 和 算 子 .方程 (9.4- 4) 是 薄板 理论 以 位 移 表 示 的 平衡 方 
程 . 求 方程 49.4-4) 的 惟一 解 的 充分 条 件 是 给 出 沿 平 板 周 界 C 的 下 刻 边 
界 条 件 ， 

wd V, =F, +t a 
(9.4-5) 


dr 


RI- XM, 
c 


Fs ,Mi 和 Mi, 的 定义 与 9.3 中 (9.3 一 23) 式 相同 ,如 图 9~6 所 水 . 

BAR C 的 外 法 矢 关 在 C 上 基点 不 连续 , 则 在 该 点 ,对 板 的 边界 条 
件 必 须 作 特殊 考虑 .对 于 矩形 板 , 有 4 个 成 直角 的 第 点 ,在 这 种 情况 下 , 必 
须 给 定 角 点 的 轨 SX ML. 可 以 指出 ,上 =2M 等 价 于 在 板 的 角 点 上 有 一 
f rp e] D ERI. 

必须 指出 ;在 历史 发 展 上 ,薄板 理论 的 建立 早 子 中 厚 板 理论 . 当时, 薄 
板 埋 论 并 不 是 从 三 维 弹性 理论 基本 方程 推导 出 来 的 ,而 是 从 直 法 线 假设 
出 发 推导 出 来 的 .本 书 之 所 以 从 三 维 弹性 理论 基本 方程 出 发 来 推导 薄板 
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(还 有 党 } 的 基本 方程 ,其 日 的 在 于 使 读者 了 解 ,对 于 其 体 问 题 ,如 何 从 弹 
性 力学 基本 方程 出 发 ,加 以 话 当 简化 ,以 建立 具体 问题 的 近似 理论 ,以 便 
TTH. 


BRERA AAEE RAR, ER FELT EE RREA. 

XY. DwiZ-p 

边界 条 件 : Æ wV, = Fst Ml) , 
给 定 wi, XX M,, | 

SH: M" = Mg” =- D0- viwili * elid ]g" 


(9.4—-4) 


- Di(17 »)w|* + ww]|?g"] (9.4—3a)' 
HH: Fj-M"|.— - Dwlipg” 

指标 a ,8,7Y,2 的 范围 是 1 .2. 
例 一 简 交 矩形 板 , 长 , 宽 分 别 为 a、5 ,如 图 9 — 8 所 示 . 板 面 受 横 癌 


(9.4—3b)' 


DESI 
poo HEX. Amy 
plr,y)= Fsin Si 
m,n-l,2,3,- (9.4-6) 
y 
b 
o a x 
图 9-8 
d S AE 


w(0,y37 M,,(0,9)-0 
w(x,0)- M. (x,0)-0 
cen A 


w(r.6)- M,Cx,0)-0 
设 方程 (9.4 - 4) 的 解 取 下 式 : 


E 


mcr. , 
T sin t (9.4-8) 


AUR A 为 待定 常数 . (9.4 -8) 式 满足 边界 条 件 (9.4 -7). 和 将 (9.4-6) 式 


Tw Asin 
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及 (9.4 一 8) 式 代入 概 的 基本 微分 方程 (9.4 一 4) ,可 求 出 


这 样 ,本 题 的 解 为 


—— Ó (9.4 — 9) 


A Ri BU t , tE eT ULM ff (9.3 26) 34/80(9.3 - 20RA, REO P Ge 
eo JR Bil ze $ 9.3 的 例题 中 , 略 去 横向 前 变形 .对 于 承受 任意 分 布 载荷 的 
板 , 蕊 的 位 移 场 可 在 本 题 的 解 的 基础 上 ,用 双重 和 傅 里 叶 级 数 的 方法 得 出 ， 
止 如 $9.3 的 例题 所 指出 的 那样 . 


J 题 


1. 计算 图 9-9 POS SEHE REL DE HE EGRE E Hn LÁ p, .作出 梁 的 前 力 
BAREH. 

(a) MARAEA; 

(b) 应 用 欧 朱 -… 伯 努 利 梁 理 论 ，; 

te) 比较 (ay 和 (0 的 结果 . 


图 9-9 
2. —VWin BE [E ERR ,在 梁 中 点 作用 有 集中 力 下 ,如 图 9 10 Bro HARR 
BER. (a) 应 用 铁 木 辛 柯 深 理论 ,tb) 应 用 欧 扩 — 伯 努 利 梁 埋 论 ,(e) 比较 (a) 和 (b) 的 


Ra 
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=] 题 < 193. 


3. 从 中 厚 板 理论 的 应 力 平 衔 方程 (49.3 - 5) 的 张 其 表示 式 出 发 ， 
F&l,tp-0 
M|- F$5-0 
EE vr DUE EUR SE Es Cr. 0) 8 E FP CUR BEL IG BS] RI 72 3E- 389 EUERE): 
dF " ) Fas Fa 


(9.3— 5) 


dr r d i TS 9 

4 Lu 三 ac 
a p c Fe 
AT 17M, | 2M, B 
Jr s r ağ ! r -Fast 


4. YECE FE TR E S Cn DF LU DRE RA 
u, = Zo (r0), us = Zdy(r,0),  u, — w(r,8) 
AP BUEBIN E - 位移 关系 的 张 晤 表示 式 (9,3 一 16a) 
M; = DI(1— vimi * ym} 
aD taglas | (9.3 - 16a)' 
出 发 ,建立 中 摩 板 理论 的 点 力 -位移 美 系 式 (以 物理 分 量 表示 )， 


Y 238 
3 . 
o2 (o8) 


Fo =° Gig, 


S. 将 习题 4 的 应 力 ” 位 移 关系 式 代 入 习题 3 中 的 应 力 平 衡 方程 .导出 极 坐 标 系 
tr ,8) 中 的 中 原 板 理论 的 位 称 平 衡 方程 : 


1 3d, Fg, 2$ | 18g, 
zra (2 a toto LE 
$ iF ga 1234 1 , "ETE Se 
TT L3 )|-2ec( E 3 Ü 
: | 89g 1 23g, 
2 aH 3r Bo )ias »(i i 


drag 


i 

| 129 | 19 m Pp 

| an ^) kaf g tae) - o 

| 9d, bo 174, Sq Lw |, 12g 
med yx pi. S GT NERA 

A pu KM NI et 
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位 移 其 系 式 (以 物理 分 量 表示 );( 提 示 ; 略 去 前 应 变 , 即 se。 Lg, e) 0) 


du 1 žw lw 
m^ - IIS | -e 
i JE SE 75» )| 


d 

Fs — -DY w) 
] 29 

Foy = -D — gg w) 


7. (a) 将 中 厚 板 理论 的 位 移 平 衡 方程 (9.3 - 17) 改 写成 普遍 张 量 形式 的 方程 .出 
Ei RR BT HERE CRDI eu (ew =0), 导 出 平面 极 坐 林 系 中 经 典 板 于 


沧 的 伺 移 平衡 方程 . 
Cb) 将 板 的 经 典 理论 的 位 移 平 衡 方 程 
DV w-p (9.4 -4) 
TIEF ICT Ii 18 5e s nj RS EAR ERO HT DL ETE Ca) b 89 58 RI. 
8. 一 圆 环 形 板 刚性 固定 在 >= a 和 r= 的 内 外边 绿 ,如 图 9-11 所 示 , 集 中 力 
F 作用 在 板 中 心 的 节 本 中心. 计算 板 的 位 藉 , 普 第 和 前 力 . (a) 应 用 中 厚 板 理论 ,fb) 
应 用 经 个 薄板 理论 ,{c) 将 {a) 和 th) 的 计算 结果 加 以 比较 . 


图 9-11 
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第 十 章 能 量 原 理 


弹性 周 体 在 外 力作 用 下 产生 变形 ,外 力作 荔 . 外 力 所 作 的 功 以 能 量 的 
形式 情人 存 于 物体 内 部 ;外 力 移 去 后 ,储存 的 能 量 使 弹性 体 恢 复原 状 ,这 种 
能 量 称 为 应 变 能 (strain energy) . 利用 应 变 能 的 轿 念 ,借助 平 能 量 原理 ,可 
以 扒 时 出 此 前 所 建立 的 全 部 弹性 力学 方程 .能量 原理 还 可 用 来 推导 杆 ， 
梁 , 板 . 沈 等 工程 中 常用 枸 忻 的 近 侯 理论 的 基本 方程 和 边界 条 件 .能 量 原 
理 还 可 用 来 建立 求 弹性 力学 边 值 问题 近似 解 的 方法 .能 量 原理 以 标量 形 
式 表 达 , 它 提供 了 一 种 便于 在 各 种 曲线 坐标 系 中 推导 弹 件 力 学 方程 的 工 
县 .本 章 在 建立 应 变 能 概念 和 梁 , 板 等 的 应 变 能 计算 方法 的 基础 上 ,讨论 
最 小 总 势能 原理 .最 小 总 余 能 原理 以 太 赫 本 格 - 赖 斯 钠 (Hellinger -- Re- 
issner) 变 分 原理 ,并 举例 说 明 它 们 的 应 用 . 


$10.1 弹性 体 的 应 变 能 


在 和 6.1 HeT i nz dE RESE BEER X [ (6.1 一 7}) 式 ] 
W(e,)— Ee 


对 于 各 应 同性 弹性 体 , 暗 性 张 量 只 有 两 个 不 等 于 0 的 独立 分 量 , 其 表 
未 式 [(6.2 一 18) 式 ] 为 
E" = Ag"g im + u( gg" + gg) 

(6.2 — 18): 4 A (6.1 -DR 


W(e, ) = "e ^" t uCg"g" * gg) lene 
-[Ag"e5 t 2us" ]e,, 


[Aeže; + 2pevei ] (10.1— 1) 


这 和 是 各 疝 问 性 线 弹性 材料 三 维 应 蛮 状 态 的 应 变 能 密度 的 表示 式 , 它 是 应 


变 张 量 的 标量 图 数 .应 用 (6.2~ 19) 式 , 则 (10.1- 1 式 可 写成 


W(e;) = 到 ove (10.1-2) 
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将 Wee 0110.1 7 DX JA I 3E 3E E 9 4p REOR i SECUTI IB JJ — py 
ERR 
aW 
9E, 
出 此 可 知 ,应 力 与 应 变 必 定 同时 消失 .因此 可 以 假设 物体 存在 ~… 个 “自然 
状态 ” ,在 此 状态 下 ,物体 内 各 点 的 应 力 张 量 .、 应 变 张 量 均 为 零 , 若 以 下 标 
0 表示 自然 状态 , 则 由 (10.1 一 3) 式 可 得 
T PART 
E] I A: 4E ELA S, LESSE VT BE RC RET. 至 于 自然 状态 下 W, 的 
值 本 身 是 无 关 紧 要 的 ,我 们 关心 的 是 W 的 偏 导数 .因此 ,可 以 今 
W,-0 (10.1— 5) 
由 于 拉 梅 常数 A ,p 是 正 值 ( 见 (6.3- 13) 8) pF Be HE We, [(10.1—- 
1) 式 ] 是 应 变 张 量 的 正定 函数 .在 $6.1 已 指出 ,应 变 能 密度 等 于 单位 体 
各 的 外 力 功 , 即 单位 体积 的 应 变 能 ,因此 ,整个 物体 的 应 变 能 U 为 


Ein WdV (10.1 - 6) 
， 


= Ager t2gue" = g (10.1-3) 


(10.1—4) 


$10.2 梁 和 板 的 应 变 能 


一 、 梁 的 应 变 能 


聚 的 应 变 能 用 合 应 变 表 示 较 为 方便 .将 应 空 能 密度 WW 在 梁 的 横 截 
是 上 积分 ,可 得 梁 单 位 长 度 的 应 变 能 W 


wa= | WdA (10.2-1) 
A 
整个 梁 的 应 变 能 U 为 
L 
U- | W,dz (10.2-2) 
由 


对 于 铁 木 辛 柯 梁 {图 9 一 1) ,假设 位 移 为 ((9.1-3) 式 ) 
u.(r,y,2)— zolz) | 
ulr, yz) v(r.y.zlo (10.2 — 3a) 
u,(r.y. x)— wir) | 


粱 的 应 变 场 为 
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$10.2. ARÉ Rv SE BE 1097 ， 
posu iu aU 
X 
g 
6,7 3: en —0 
i d > (10.2 — 3b) 
w | 
E 十 一 一 二 ， 
26,7 di x) "p qlr). 
NE: NP EL 
2 a y Ze j 
AP 
mix} = I 7l ze, dA | 
x I A 


(10.2 3c) 
g(x)- y+ ~“ a|, (es + sda | 


míxr).qCGEO) EUER PN a nd E Rp AEA (10.1- 
2) 式 , 则 ; 


d d g 
2W —so,zm(x)*ouq(x)to.q- ^6 E x 


XE ER Im 
HO0.2- Dx, 14 
2Ws- mG) | 2, dA + qla) | m dA 
A ` A 
ayu "ET d 
n Tu 7,5; dA 

Lk rii Bp T EU TE SURGE Mix) FIODIONQ.- 
2) 式 ). 借 即 梅林 定理 ,第 三 个 积分 可 以 转换 成 以 下 的 表示 式 : 


上 jaa 


d du TET 
"Eu Sit 
EF 


= 9 2 3 
" l, PACHER ACA tgz 0) dA - 


i 


= $ v(o,n, Tapta t o,n.)dS — 


J | 3c。 yy | 29 dA 


a Lx dy dz 


= f vP,dS + | vF,dA 
c A 
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上 式 中 最 后 的 等 式 分 别 应 用 了 物体 表面 平衡 方程 (4.2-7)? 和 物体 内 部 平 
衡 方程 {4.2 一 6) 式 .在 梁 理 论 中 ,了 略 去 体力 , 则 下 ,=0; 在 梁 的 侧 表 面 (图 
9 一 1) :表面 力 矢量 没有 y 方向 的 分 量 , 因 此 在 C 上 ,P,=0. 这 样 , 可 得 到 
以 下 的 结果 

2W,— m(z)M(x)-t qr) FoCr) (10.2 —4a) 
ur Bpf E S 6 NBEEBISAIXO.1-5).0] 8 


W,- ICE? +k AGq?) (10.2 — 4b) 
EAF W, Ee Hp ITE n Ug 所 定义 , Wh Rem GS dg 89 21) 0925 88 
数 , 即 
2W, 
a = Elm =M 
K (10.2 - 4c) 
)W, PE " 
jg TRAGUE Fs 
对 于 欧 拉 - MBAR g=- ERE 9 o0 m o -ETRA 
_ l 2 
W, = mM = 5 Elm (10.2— 5) 


二 、 板 的 应 变 能 
对 于 板 , 可 以 定义 单位 平板 面积 的 应 变 能 Ws 为 
hi2 
w=] ^ Wdz (10.2 — 6a) 
-RhÍ2 
整个 板 的 应 变 能 U 为 
U- | W,dA (10.2 — 6b) 
A 
式 中 ,A 为 板 中 面 的 面积 .读者 可 作为 练习 证 明 , 对 于 中 厚 板 ， 


] 
We = yM mo + Fig) 
= 5 ym 二 《1 一 v)m"m,,] T ZE Ghg'g, 
(I0.2— 7) 
EX mp x $9.3. B(10.2- D3XKH EUR IB, Wi 由 合 应 蛮 表 示 . Wo 
ERMI S PEL .前 力 ) 的 势 函 数 , 因 此 
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S3 m Ib B 199 ， 
. oW : l ; 
M 2 ——t.-pl(1-v)m" + omg] 
à m, 
r — (10.2- 8) 
du 9W, 2 ra a | 
ST = k" Ghq | 
do j 
对 于 薄板 ， 
1 


Wp = 2 Mm 


=- DIG - wl" + velig? 1C- wla) 


-Iptü 一 yw "wl vw ru) ] (10.2-9) 
(10.2— 8) H(10.2 -9) 式 中 求 和 指标 a 8A 的 范 略为 L,2, 55 89.3.54 
TEER, 
D E F qp ; Dus 2 
Wp me y (1 D(a] 25:2] 十 


Fwy J’ qp Fwy 
ood TaS 
Jy E dy | | 


DI d^ sp V |) 
a e - 4 $ 
2 ( ay? 
2(1—- ) 9 w "405 2 m 
235] "9r Iy (10.2 - 10) 


$10.3 E J Ni PE 


一 弹性 物体 ,在 给 定 的 体 甩 F OER BARREN P CERIS S, 
上 ) 以 及 给 定 的 位 称 u^ (在 界面 S, 上 ) 等 条 件 下 ,处 十 平衡 状态 ,由 下 列 


方程 描述 : 
a"|,+F=0 Ei BA (10.3- la) 
cn = PU ES 上 (10.3— 1b) 
| Wi 二 fts.lL (10.3 — 1c) 


设 物 体 离 开 证 衡 位 置 有 一 微小 的 错位 移 Bu, , 虑 位 移 是 任意 的 ,但 不 能 违 
背 运 动 掌 边 漠 条 件 , 即 
ĝu, =0, E S, E (10.3-2) 
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TR fe E DT ILE H C10.3 — la) AE CIO. 3 — LEO HTELS HE 
=| (o"l, + Fuad V + | (cn, — P! )àu,dS «0 
H 5i 
(10.33) 
应 用 高 斯 定理 {3.7 一 2) 太 (10.3 一 2) 式 ,可 以 证 明 
= | g” | 8àudV = 一 | (o"9u,) |, dV + J a”õu, |, dV 
B H E 


= | (c"8u;) n, dS + | o"8u, |, dV 
S B 
| E) 
3^"0u, | = g” Oe, E oe, = óW 
E; 
这 样 ,(10.3- 3) 式 可 以 写成 如 下 的 形式 : 
su | Feudy+ | P! 8u,dS (10.3 - 4) 
E 5 
式 中 
8U - | owav (10.35) 
B 


(10.3 - 4)z& Aon :外力 对 典 位 移 所 作 的 功 等 于 物体 应 变 能 的 相应 变化 . 
否 外 力 是 悍 守 力 , 则 力 的 夫 小 和 方向 不 因 物 体 的 变形 而 改变 .这 样 
{10.3 一 4) 式 可 以 写成 
f " 
f apia. B i JN 
oj] DG) = Fuldv - [. P^ wasla o 
(10.3— 6) 


4 


E- | [WG,) - Fu,]av - | P u dS (10.3- 7) 
B S 


E 称 为 系统 的 总 势能 , 它 包 括 弹 性 体 的 应 变 势能 和 外 力 { 体 力 F 和 表 而 
Ji P^ ) 的 势能 .这 样 ,(10.3 -6) 式 可 写成 

8E =0 (10.3—8) 
上 式 表明 :对 于 离开 平衡 位 置 的 任 党 虚 位 移 , 系统 总 势能 的 变化 等 于 0. 


也 就 是 说 ,弹性 体 在 外 力作 用 下 处 于 平衡 状态 ,在 平衡 位 置 ,弹性 系统 的 
总 势能 有 驻 值 . 
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$ 10.4 最 小 总 势能 原理 


在 §10.3 中 指出 ,在 平衡 位置 ,弹性 系统 的 总 势能 有 驻 值 .可 以 进 一 
步 证 明 :在 平衡 位 置 ,弹性 系统 的 总 势能 有 航 小 值 . 现 证 明 如 下 . 
设 a 为 弹性 物体 在 外 力 (体力 E 和 表面 力 P”) 作 用 下 的 平衡 位 置 
的 位 移 场 ,相应 的 总 势能 为 
E(u)=| te Ba P” uds 
H 3 


S 


(10.4 — 1) 
设 物 体 有 进位 称 Gu, FRUI AERE DE E (Cu, + 6u,) 有 


E(u, + du)= | [W(e,^ 3) Filu, +8u,)}dV- 
B 


| P^ Co (10.4—2) 


这 两 个 位 置 的 总 势能 之 差 为 
E(u, +ôu,)- Elu) = l. [W(e, + &,) - W(e;)]dV - 


| oe | P Bu ds 
H S 


Wí(z, * &, P AA Taylor 级 数 展 开 


Whe, tò) - W(e,) = 58e, tzara ur Se: ,Be + 
=W c We. 
这 样 ， 
E(u; t ôu) E(u)= 8E+ E+  (10.4-3) 
AF, 


8E - | owdv- | F'ày,dV | P" u, dS 
H H 


5i 
(10.4—4) 


5E= | 9 wav-l[ 32 x; x ~ Se ðeudV (10.4 - 5) 


由 于 虚 位 移 是 从 物体 的 平衡 位 置 出 发 ,在 半 稀 位置. 涝 -0,L(10.3- 8) 
式 ]. 因 此 ,对 于 微小 的 虚 位 物 ,(10.4 一 3) 式 可 以 近似 地 表示 为 : 


SS 
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E(u t+TB ) - E(u,) à E (10.4— 6) 
总 势能 玉 为 极 小 慎 的 条 件 是 
E =0 (10.3- 8) 
和 
d^ EZ (10.4 — 7) 
对 于 线 弹 性 物体 ,出 (0,1 一 2) 式 及 (6.1 一 1) 式 ， 
W(e;)— Lo'e, E LE" eue, 
3 W E pow 


Je, de, 

因此 ,(10.4-35) 式 成 为 

PE=| 3E"6e,deudV = | (be)dy2>0 (10.4-8) 

G H 

这 是 因为 在 §10,1 已 指出 ,应 变 能 密度 W EME a HE GE eR E. h 
(10.3 一 8) 和 (10.4 一 8) 式 ,系统 的 总 势能 瑟 有 极 小 值得 到 证 明 . 因此， 
让 =0010.3-8) 称 为 最 小 总 势能 原 绎 .对 于 弹性 保守 系统 ,最 小 总 势能 
原理 和 虚 功 原理 是 等 价 的 . 

由 和 10.3 和 10.4 的 推 对 是 以 看 出 :最 小 总 势能 原 埋 实质 上 等 价 于 
弹性 体 的 平移 方程 ,包含 物体 内 部 及 表面 邻近 的 平衡 方程 . 


$10.5 最 小 总 势能 原理 的 应 用 


最 小 总 势能 原理 可 以 用 来 推导 弹性 物体 的 平衡 方程 及 其 相关 的 边界 
条 件 An E FE RIH 3E BOUM E oe E 28: pp E. For FH der e 39 BE TCR 
时 ,根据 物体 的 见 何 形状 和 载荷 特点 .可 以 先 对 位 移 场 的 形式 作 基 些 假 
设 ,然后 由 相 广 的 应 变 场 来 计算 物体 的 应 变 能 ,以 便于 二 小 总 势能 原理 的 
应 用 .下 面 列举 一 些 各 型 例题 ,说 明 最 小 总 势能 原理 的 应 内. 


一 、 棱柱 杆 的 扭转 
今 应 用 最 小 总 势能 原理 推导 楼 杜 杆 扭转 的 平衡 方程 和 相应 的 边民 条 
IF HE L. FRA A RHE 工作 用 .采用 直角 坐标 系 .如 图 10 — 1. 
假设 位 移 场 ((8.3~ 1) 式 ) 
u, = ~ Byz 
u, 5 per (10.5—1) 


u.— Ber. y) 
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$ 10.5 最 小 总 势能 原理 的 应 用 : 203 - 


式 中 ,8 AA KERE, Or, v A h eR ER. 相应 于 位 移 场 
(10.5 - 1) hz E 35 A 


)r (10.5 — 2) 
2E = Y. =p + z| | 
根据 {10.,1 一 2) 虑 可 得 出 
W= GOR +7) (10.5-3) 


W = GCY Y,. + Y,6Y,.) 


spel (3E - o8. (£a Ed 


-gG 5. oe - 2:1 55: c pe]- Gor 
式 中 
vs-27 n. (10.5 - 4) 


将 以 上 结果 代入 (10.3- 5) 式 ,然后 应 用 格林 定理 ,可 得 
SU za àWdA- - ec. | (V$)8$dA + 
A 


ra E [Bst 
(10.5— 5) 


MT BE EETT fH n] , DRE EE IU IE FH LIA DS F o, di BL EFE B9 
| 表面 上 ,表面 力 P^ =0; 在 杆 的 端 部 , P” =0, 且 由 于 (10.5- 1) 式 ,Bu, 


; fds 
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= ju, -0. 因 此 ,在 棱柱 杆 的 整个 表面 ,已 Bu, = 和 .这 样 ,(10.3 一 8) 式 恋 
成 
ôE = SU=0 {10.5- 6) 
由 于 截面 形状 A 是 任意 的 ,在 截面 A Aat EERW. M0. -5E 
代 和 (10.5-6) 式 ,得 出 以 下 结果 |; 
v 6-0 在 域 A 内 (10.5 — 7a) 
J 
[5s -ypa + (E+ zh =0 Æc E (10.5-7b) 
这 样 ,应 用 最 小 总 势能 原理 ,推导 出 了 平衡 方程 (10.5- 7a) 和 相关 的 边界 
条 件 (10.5- 7b) ,它们 与 $8.3 的 结果 是 -一致 的 .扭转 角 8 可 和 用 有 8.3 


mr PEIMBGE 
ia (10.5 - 8a) 
AP, T EAERI EIGE. D Abit EHRSENIHE. 
p-c[ A NET: ‘Jaa 20.5 
zd á 25 73 .5- 8b) 


二 、 铁 木 辛 柯 梁 { 图 9- 1) 


4 pi hp dece] EA A SE D FR JS F OK e jur Se E dg Jr REB PE RI 4e 
IER $9.1). «T (10.27 4b)8(10.2 - 403, 


= Móm + F,8g (10.59) 
MEME — BL EROR SR CO0.2 30 XA (0.5 9)35, f8 4E 


(10.5 — 10) 
再 将 (10.5 一 10) 式 代入 10,2 一 2) 式 ,可 得 出 以 下 上 应变 能 的 变 分 表示 式 : 


L 
8U = | 8W,dz 
ü 


= [Mg + Faw Jy — Í. I ENET + Tw Jas 


(10.5 — 11) 
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810.5. 最 小 总 势能 原理 的 应 用 -205 * 


作用 在 粱 上 的 表面 力 是 :在 染 的 侧 袁 而 上 有 垂直 方向 的 表面 力 P” ER 
的 两 端 =10,5 有 轴 向 及 横向 表面 力 P，” 及 PU .这 样 ,表面 方 所 作 的 功 


可 计算 如 下 
f P sas = f $ P wdsdrt [f s P ba] s 
|[ (P7 zp P ow)dA] 
- Í. p(x)8wdr + IM’ Bj Fl Sm (10.5-12) 
式 中 


p(x)— $ P ds (10.5- 13a) 
M'(L)- I zP' (L,y,z)dA (10.5 — 13b) 
M* (0)= - 上 zP' (0,y,z)dA (10.5-13¢) 
Fs (L)= | P" (L,y,z)dA (10.5 — 134) 


Fs (0) 一 n p (0, v,z)dA (10.5— 13e) 


以 上 各 量 岂 图 10-2. 将 (10.5- 119) & (10.5 - IZYGRAC A (10.3 0E, 
得 出 


ridaM — (dF; 
óE = | IE F, op E +p 


[((M-M')89 * (F; - Fi)àwl: 2-0 (10.5-14) 


Uu Jaz F 


z 


M0) 人 
x 
ERO) 
| u 
图 10-2 


H TERRERO, LEER, Sy Row 在 梁 的 跨 长 内 是 彼此 独立 的 弓 
是 任意 的 ,由 此 可 得 出 ， 


NE 
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dM n 
ui UE 
dF | 0c r-«L (10.5— 15) 
IR 
dz p-0 
Æ r-04zeL, 


AM = AM 或 uu 
(10.5— 16) 


F= F; 或 61w=0 
应 用 最 小 总 势能 原理 ,推导 出 铁 森 学 柯 梁 的 平衡 方程 和 相关 的 边界 条 件 ， 
但 它们 是 用 合 应 力 M,F, 表示 的 .只 需 将 (9.1 一 5) 式 代入 (10.5 一 15) 
式 , 即 可 将 平衡 方程 用 位 移 ww 表示 ,如 (9.1 一 9) 式 . 


三 、 菏 板 理 论 


今 应 用 最 小 总 势能 原理 推导 第 形 薄板 (图 10 — 3) 的 半 衡 方程 和 相应 
的 边界 淋 件 .采用 直角 上 坐标 系 .在 薄板 理论 中 ,不 考虑 脑 变 形 , 这 样 (10.,2 一 
7)&(10.2 ~8) 式 给 出 ， 


aW 
Wp E ô E M ap 
D ?H op 


= M um, 
BH(9.4-2)xX, 
Wp = - Mw s 
àU- - f M ws dA (10.517) 
XE (10.5 — 17) 3E Bk — Uc HERE AF RUBUS COLBERT CA Re ok 
量 ) ,得 
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8U = 一 | M s, S OwdA —2[ {Mi, ewy i- 
E 
$ 
[ [Mawi (Maii 72M ,) ðw dr 一 


| [Mw ; - (Mg 2 * 2M 3,4) 9: ]odz, 


(10.5 — 18) 
TE BIA 23 Bud 18 3 UL TE FILE SE AB CM, Mz GEHE ZG CV? VZ ) ,以 
FUE FR Te H8 OB B5 03 RAR o Cnr: 2 FE FL 4 9 UL ft E 3 D ff 
Àj P ,如 图 10 3 所 示 . 这 样 ， 


| P” u, dS = | pizii) ðwdA + 
5 A 
| [ VI Fe Mj Be 4 lids 十 
u 


f [V3 ôw ~ Mz, àw hdz -LP ws la 

(10.5— 19) 
由 于 Sw 在 域 4 内 是 任意 的 ,将 (10.5S- 18) &R(10.5— 100 35 4&A C10.3— 
4) 式 , 略 去 体 方 EF n [18H 


Mat P=0 在 域 A 内 (10.5 — 19a) 
M, = My, Ow, = 人 0 | 沿 板 边 (10.5 — 19b) 
Mj,,*2My,,7 Vy ;或 ôw —0Ü z,—0,x,—a  (10.5-19c) 


M» = M. Btw ,=0 | Tn (10.5 - 19d) 
| Myi;*t2Ma,-V],H w-0 r50, x, =b (10.5 — 19e) 
2M o= PA io —0 fH 85093058 1(0,0), (0,5), a,0), (a, 521 


(10.5 - 190) 
| 可 以 看 出 ,在 本 例题 的 推导 中 , 板 的 四 角 有 力 出 现 是 自然 的 . 
$ ”公式 (10.5 -18) 的 推导 


8U = - | Medw dA 
A 


--[ | (Qu) | A, d (Ou ag PRO, | 
A 


Mass 2 
-azigr agriar Morar ^ ?Jzdy, 


2 
A 


EEEE 
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alw) 7 B 3(8w) a 
u . | Mu dz, E | Mua ERJ dA 

i dta b . 
= | | Ms ic | dz, ~ | [MT Ge jy drs 十 

| Mnu OwdA 
n Mo dA 

二 ý a Bw) _ 
i | Me 3r, | az; | | Ms, du z )4A 


b 
=[(Mi Sw) 1 - | [Mi 2 Bew li dz, - 
| [Mni ðw]idr, + | M, 1 SrwdA 
A 


[m 2" (wo) A 


Bop o e^ 


— | [Ma 25999] as, ur Ma S SORA 


-[[ Mj &e Jo 14 m | [ M iw lp dx ni 


h 
| [ Ma Bw Jada + | Mj 4 OwdA 
A 


"MET 
RS A dA 


^" I ëw) 5 
F | |Ma ge R 2 | Mas 2.784 
HN. I ew) 
E J. | Ma da, | dri- 


| [Maw J dx, 十 | Ma 2 rudA 
自 A 


8U =- | M, ,SwdA - 2L Mi de): JE - 
A 


I. [CM Ow 1 (M, + 2M,, 2) Sw Jo dz, a 
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$10.6 余 能 概念 : 209 ， 


| [Matius (Maa t2Mu piw] dz 
ü 
(10.5 — 18) 


810.6 4x RE UE 


I CIO. 1— 222 SEE 2 SUPE BETREBR ECT dE dz fip ux FS SR SI RUE R 
B8 I TTE Sb OE TE fib E BE ) 为 
Wie) s (10.6-1) 
W Ae -MEHR FE. A -E R ERR W* 
《图 10 一 4 定义 为 余 应 变 能 密度 , 它 总 是 以 应 力 za, 表示 


* 0 u = Fer pans 1 ^ Ou = 1 立 
Ww 一 和 W-s. T VES E AES 
(10.6—2) 
值得 注意 的 是 : 到" 是 应 变 的 势 阴 数 , 即 
ow 
e 7 iua 6s (10.6 — 3) 
在 线 弹 性 情况 下 
W - eue yt 6,7 30,6. 7 W (10.6 — 4) 


ARRERA F ,对 于 任意 应 力 (或 应 变 ) 值 , 余 应 变 能 密度 的 值 与 
应 变 能 密度 的 值 相等 .这 可 以 从 网 10 -4 看 出 来 .但 是 ,必须 注意 : 余 应 变 
能 密度 总 是 表示 成 应 力 的 函数 ,而 应 变 能 密度 总 是 表示 成 应 变 的 函数 . 


图 10-4 
对 于 非 线 弹性 材料 ,应 力 - 应 变 关系 为 曲线 ,如 图 10-S 所 示 . 应 变 


能 密度 W 仍 由 应 力 一 应 变 曲 线 下 的 面积 表示 ,而 余 应 变 能 密 吝 WC UU 
由 应 力 一 应 变 曲 线 上 方 相应 的 面积 表示 .这 样 ， 


W {a,)=o,e, - W(e,) (10.6 —5) 
2W" Je, 9Woóe, 
nt =; 十 一 一 
Ba, 69-7535. dr.dg, ^ 96-6) 


由 此 可 知 , 在 非 线 弹性 情况 下 ,W' 仍然 是 应 变 的 势 函 数 ,但 在 这 种 情况 
下 ,W 与 W 的 值 不 相等 ， 
余 应 变 能 的 概念 可 以 推广 到 三 维 应 力 状 态 .这 时 


* L1 12 334, y 
Ww (a 30 5 r i -oe — Wlenserns 8g) 


(10.6 — 7a) 
aW' u9€u  3Wde, 
u—— 二 "MER NM ML M = 
35 E; jg! deude - (10.6 — 70) 
在 线性 .各 向 同性 弹性 材料 
(d xd E E 
worn sens pee 
um 1 FH a n 网 
74g. * v)o"e, vao! | (10.6 — 8) 
这 样 
aw* 


Fr 7 gl 9e,  wz2,]7 6, (10.6—9) 


由 {10.6 一 8) 式 出 发 ,可 以 证 明 , W^ dz Js EE AH REB IE SE ERR. 
tj 8 10.2 类 似 , 梁 和 板 的 余 应 变 能 可 以 由 (10.6 一 7a}) 式 推导 出 来 . 
例如 , 铁 椒 主 柯 梁 单 位 梁 长 的 余 应 变 能 ( 见 (10.2 一 4) 式 ) 为 


Wi = Mm + Fsq ~ Wy 1(Mm + Fsq) 7 W; 
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$10.7 EHAE - 341 ， 


(10.6 - 10) 


il 


La, t 
2.El RGA 


aM ET 
IWE FS 0 
JF; KGA f| 
读者 可 作为 练习 ,自己 推 节 中 厚 板 单位 板 面 余 应 变 能 的 表示 式 . 


$10.7 Sui 


REJEA $ 10.3 讨论 的 虚 功 原理 是 互补 的 . 设 位 称 场 u, ER 


9Wi M 1 
TAL 
| (10.6— 11) 


IEEE SES 
e 7 tul twl))-0 在 域 B 内  (107-D 
以 及 位 移 边 界 条 件 


相应 的 应 力 场 满足 平衡 条 件 (10.3 ”1a),{(10,3 — 1b). HEISE EE HE E E 
5o* 但 不 违背 平衡 条 件 (10.3 一 1), 即 


(ôs )|,=0 在 域 BW 
SF = (ôo )n =0 在 S, 上 


u.c # S. E (10.7 -2) 


(10.7-3) 
由 (10.7 一 1 和 (10.7 一 2} 式 ,可 以 写 出 下 面 的 方程 
1 
MDEETDULDIS 


(10.7 - 4) 


o! dV + | (u, — u? dt 
51 


Hi Tur KERRE 3E HR P (10.7  3)5x8, 
x "i l, id uj 1; ) o" 一 H, | 80" x: (uo ) bs E u; (3o?) |, 


= ( u8e? ) |, 
| 应 用 散 度 定理 于 上 式 
| Lave | wendS= | “apds= | «1 6P'dS 
H & 5 


3; 


这 样 ,方程 (10.7 - 4 可 写成 以 下 形式 


gu E co VS Do d 


H 90 46-15. http;/vib.hit.edu.cn/vibbbs 
ESI. i 第 十 章 能 量 原 理 
l. c, Se! dV — | wx8pdS=0 (10.7-5) 
{ii , h O.6- 7b) | 
endo” = = HW (10.7 - 6) 
因此 , 余 虚 功 原 理 可 表述 如 下 式 : 
U` = | 4; 8P'dS (10.7 - 7) 
AX 
U* s | w'av (10.7 - 8) 


U^ RE ES AR ERE BE. 这 样 , 余 虚 功 原 理 可 以 表述 如 下 :由 于 应 力 场 的 
虚 变 化 而 引起 的 余 应 变 能 的 变化 ,等 于 表面 力 秋 量 的 虚 变 化 对 于 S, 上 
的 位 移 2 ”所作 的 动 . 若 ws” 的 夫 小 和 方向 是 不 恋 的 , 则 可 以 定 六 系统 的 

R'e e | u;P'dS (10.7-9) 


5 
ES ,(10.7 — DREL RRE 1E Hr GER 
GE" —0 (10.7 - 10) 
E: EREA 5 6610.3 — 1a) 0 3 Uii 7232 9 SR (E (10.3 — 1b) 的 所 有 可 
能 的 应 力 场 中 , 满 是 运动 学 边界 条 性 并 产 牛 协调 的 应 变 场 的 那个 应 力 场 
使 得 系统 的 总 余 能 有 驻 值 .可 以 进一步 证 明 ,系统 的 总 余 能 有 极 小 值 . 


$10.8 最 小 总 你 能 原理 
弹性 体 在 毅力 平衡 状态 下 ,系统 的 总 余 能 五 " 有 极 小 值 . 现 证 明 奶 
下 . 设 有 一 应 力 场 "满足 平衡 方程 (10.3 -1), 相 应 的 总 余 能 为 
BE"(oo)= | w' (or)dv- | u;PdS (10.8—1) 
E S, 
dE JD SIS C10.7 —- 3) 89) Ré e e, MTERA 1 En Ca" + 8"), A 
E'Gràs')- | W' ("ead | u’ (P' + àP)dS 
Hh S, 


(10.8 —2) 
这 两 个 状态 的 总 余 能 之 差 为 
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$10.8 时 小 总 佘 能 原理 (243 。 


E' (o? à! ) E' (9) | [W* (o! + à) - W' (9) ]aV— 
BH 


| u* òP’ dS (10.8-3) 
5. 
hi FB Taylor RREN, nT Eg t : 
* -2 * 
W'(o"t86?)- W^ (s) 29M a g” a ud a" Ba 4 se 
dg 2 Jg" dg 
—8W'--5^W"' +t- (10.8 — 4) 
这 样 
E'l t 0g") -E' (sa) -8E* c &^ E" *- 
(10.8 - 5a) 
式 中 


zi ow'av- | u'8PdS — (10.8—5b) 
H 


5, 
&E' zi! PW dy7= 于 | 2 Pardo dV 
(10.8 — 5c) 
车 相应 于 初始 平衡 状态 的 应 变 场 是 相 容 的 , 即 满足 方程 (5.4 — 3) , Ri d 
$10.7 的 讨论 可 知 证 ”=0(010.7 一 10). 这 样 ,对 于 应 力 场 的 微小 的 变 
1t, (10.8 — DARRA: 


E'(o" tóc ) - E' (c?) - E" (10.8 — 6) 
E' (o? HR ig Rp 
dE =Q (10.7 — 10) 
种 
^ E" 20 (10.8 — 7) 
在 线 弹 性 情况 下 
W'-W:0 
因此 
W "(og” = L gte, - lc, "s" (10.8 — 8) 
Qc 


式 中 Ci 为 弹性 柔 度 , 即 


这 样 


se 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
Bad 第 十 章 能 量 原理 
a Ww * 
Dor a Cw (10.8— 9) 


因此 (10.8 一 5c} 式 成 为 
-| #w'av= | 5 Cao bo" dV 
H B 


— | W' às" )dV220. (10.8 - 10) 
B 


因为 W' iiEEIMOSS 10.6). 

由 此 让 有 明 ; 对 于 线 弹 性 物体 ,在 平衡 状态 下 ,总 余 能 EC (oU 
值 .因此 ,5E ”一 01{10.7~10}) 式 ] 称 为 最 小 总 余 能 原 球 . 

最 小 总 余 能 原理 实质 上 等 价 于 弹性 体 的 变形 连续 茶 件 . 

为 了 说 明 最 小 总 余 能 原理 的 应 用 ,下 面 再 以 $10.4 中 楼 柱 杆 的 扭转 
HAAR LE 10 一 4) 展 开 讨 论 . 


W= jc GL + oi,) (10.8—11) 
作为 讨论 的 起 点 ,必须 选择 一 应 力 场 , 它 满足 平衡 方程 (3.3 5) 
gc, dg, 
3- 35-0, ERAR (10.8 - 12) 
dq y 
以 及 边界 条 件 (8.3 一 7) 式 
an, 十 oun, —0, 在 = 上 (10.8 — 13) 
IB BEI 7) RI pir MTÉAECILOS.3— 110200, H6 
,= =, n--3 (10.8 - 14) 


则 方程 0.8 一 12) 恒 能 满 是 ， XR CIO. 8- UM 


即 ( 风 {8.3 一 13) 式 ) 


p, 在 < 上 (10.8 — 15) 

为 简化 边界 条 件 S E — 0, XX REL E 72 RESI LC. 8 8.3 的 讨论 ). 
iX RE 

1 [ogy NL ; ; 


o ane eE npn) 


计算 SU Re， :可 得 
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$ 10.8 最 小 总 余 能 原理 - 245 © 


SU -L | awdas f ur ee 


G E gy dr dx 
Lig 9 E 
- -二 (于 多 + +) BjdA +E z$ (oen, + SEn, ids 
juo 


位 移 边 界 条 件 按 (8.3 一 中式 给 十, 即 


* 


z—0: w,-—u,-0 l 


" " (10.8 — 17) 
z=L: u, ——BLy, u; = BL) 


因此 
| wu 8P'dS = & | (rôs -yo dA 
s, A 


pL | (99 y o9 aA 


= -AL [. [oo + 2 o9) -204 dA 


(10.8— 18) 
KARETE, ERES 
| u:8P'dS - BL | 289dA - BL d (zn, + yn, ) Bjds 
8, A i 
(10.8 — 19) 
将 (10.8- 160 (10.8 — 19)384£ A (10.7 — 10) 式 ,并 项 后 得 


-L( (É "tig 


54 1t + GAr 六 十 [5 + Gfly T zu 


(10.8 — 20) 
由 于 六 在 各 内 是 任意 的 ,在 c EFTE 10.8 — 15 32, (10.8 — 20) 
式 中 的 曲线 积分 项 等 于 零 ,因此 可 得 相 容 方程 
Z 
= + 9 = -2GB, 在 域 A 内 (10.8-21) 
" £2 
常数 8 可 通过 本 电力 给 平视 条 件 由 决定, 见 88.3 的 讨论 . 


" n Ip, 34 
T= | (Xo — yo, )dA = | [eats » 5$ dA 


dr 


— f (xn, + yn,) $ds + | 249dA (10.8 —22) 
É A 
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ATERS e 上 y=0, 因 此 上 式 等 号 右边 的 曲线 积分 项 为 0, 这 样 
peg" gdA (10.8— 23) 
A 


810.9 dd Et - 赖 斯 纳 变 分 原理 


虚 功 原理 ($10.3) 叮 以 作为 弹性 静 力 学 的 基本 的 空 分 原理 .引进 拉 
格 并 日 彝 子 ,可 以 将 这 个 变 分 原理 推广 . 
根据 (10.4 一 1) 式 ,弹性 固体 的 总 热能 为 


F=] [W(e;) - F'u,]dV - | P" u,dS (10.9-1) 
B 8, 


式 中 ,假设 F MP 不 随 u e, KEENE, CREET. BDE 
理 指出 :在 满足 变形 几何 关系 和 几何 边界 条 件 


e, 7 x Gud, ul) EW B A| (10.9 —2a) 


Hi ES, E | (10.9 - 2b) 
的 所 有 可 能 的 应 变 场 和 位 移 场 ,以 及 满足 应 力 -应 变 关系 
a 
gu ERBA (10.9 — 3) 
oe, 


的 所 有 可 能 的 应 力 场 中 , 堵 个 也 满足 上 甬 万 平衡 方程 和 力 边界 条 件 

c"|,*F-0 在 域 B d 

c"n,- P 在 Si 上 | 

的 应 力 场 ,使 总 势能 五 有 驻 值 ,即使 得 BE =0. 当 计算 KESE 时 , 通 

过 在 域 B 和 表面 5, HASARA HRT 避 = 4* 和 ,可 以 将 约束 条 
件 (10.9--2a) 和 (10.9 一 2b) 放 松 . 这 样 ,构造 一 个 新 的 污 滑 


Es =| (Wee) = Pu [s - ul, tulo ]|av 
B! 


(10.9 - 4) 


| P! uds- | gu, u dS (10.9— 5) 
5 8, 
计算 Es BUTBAROSE, Bhe, st, ALL gU He 

" |jWw. _ "| Ge 

= | {de FSu,- A Fèu, l, + ôu, | J|- 


T . 
MET e p' BudS— 
S 
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| Sp Cu, - uj )dS - | p õu dS 

5. s, 

对 | lj, | Bu | )à V 应 用 散 庆 定理 ,上 式 可 与 成 

(arl, | PS 一 
i di 

Je, -$C l, + u, l) Ja” |d V+ 


| Pn, =P ands+ | (An, - pe Jòu dS - 


3, 
| (u, - u, )óg dS (10.9—6) 
$, 
^ AEn =0, 则 得 出 线 党 性 理论 的 基本 方程 
a ERBA 
E, 
A" + F' 20 E BR (0.9-7) 


e= lu d, +u) 在 域 D JA 


1 


An, = PU & 5 


An, — pe ES, E (10.9 — 8) 
uo =H, E S, E 
由 此 看 出 , 拧 格 并 日 乘 子 A Ar TIE SEU Arn 是 应 力 矢 量 的 分 量 ， 
m 
din (10.9—9) 
uc —P 


这 样 (10.9 — 5} 式 可 以 改写 成 以 下 的 形式 


E, = | [Whes) - ee, +50” Gul, ul) = E'u, dV- 
B H 


| | P^ads- | P'(u;- ul )dS (10.9 — 10) 
f 


| 2 


出 此 得 出 结论 :满足 线 弹性 理论 基本 方程 (10.9 — 2) (10.9 3) 10.9 — 
4) 的 那 组 应 力 场 .应 次 场 利 位移 场 使 Es。 有 了 驻 值 , 妈 OE, =0. 这 便 是 赫 林 
客 - 束 斯 纳 变 分 原理 . 这 个 恋 分 原理 也 可 以 用 余 能 密度 W (ODER, 


GOSSGUENEGCTISOSGMIDEINIEIMU M I e MEET ME Li s ccm RS o o CS URMRGALE E C EE CUR CE. 
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由 十 
W'(a"*) 7 o"e,- W(e,) (10.9 - 11) 
因此 ， 


E, - | [ot (ul, tul) - Fu, -W Ca") dV 一 
n 


| P'uds-[ P'(u,—- wu )dS (10.9— 12a) 
5. 


ftw E,CIO.9 — 12) 式 中 ,包含 应 力 场 o MAE u, LISTE ERR GRE 
恪 - PNE ^ IBZETU- 
OE, 0 (10,9 — 12b) 
A 1ECIO.9 — 12a) 式 中 的 应 广场 也 满足 平衡 方程 (10.9 - 4a) 8071 08 
LT ed CI0.9 — 4b) RI] 8E, —0 6 HR HE ER TR CI0.7 9) 980(10.7 - 
10) ,这 很 容易 证 明 .(10.9- 12a) 式 中 的 第 一 项 


| Fo (u, |, + ul)dV = | atu, | dy 
B B 
= J. [(e78,)], — o" |,u, ]dV 


= l. (o*u, )n dS- | a” |,u,dV 
h H 
Hi T o8 E CIO.9 - 4a f CT0.9 — Ab)SE (10.9 — 12205 42 


E=- | w'avs | Wd U4 | Pu:dS=—E’ 
p 5; 5. 
(10.7—9) 
由 此 得 出 
6E, = ĉE* =0 (10.7 - 10) 


IH Jo n] VUE HB, gir HZ LER E p Bio S8 8E LER. 26 is AR 
B] FL SC, aD RO 25 AEREE In. m fe rh — Moe AE ERAT, (uf hkk 
格 一 赖 斯 纳 变 分 原理 以 及 最 小 总 余 能 原理 等 等 . 

为 了 举例 说 明 (10.9- 12) 式 的 上 应用, 下面 重新 推导 $9.3 的 中 厚 板 - 
理论 .针对 这 个 问题 ,(10.9- 120) X ERI CE E 7]. F) 


"ons 
E - | [1 Met ds, g^ goa)! Falp tw, cs T6) E 


(1 + vy) M4M,, - vM? 
200-4) - epa 


es 
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| (AT 由 + M ii + Fg, ww )ds EE 


| [M, (d, - $10 Mal pt 


Fs (w w')]ds (10.9 — 13) 
将 wd, MILES PETS ETE LUI] GE, 为 


Eg = | | v (Mao — Fo ) op, ni CES. + p)óuw 十 
al 


(1 + v») M4 — vM, 


D(1- v) JaM,, + 


EG. * Paa) E 


r Fs, 
| GR, 十 Wwa) - gs rs dA + 


| CMa - M89, + M, -Mal ep + 


1 


(Fs, — F1,)8w ]d! - | [(9, — $7 )0M,, + 


(d, — 4; )8M, + (se — w OF, Jdi =0 (10.9- 14) 
因此 ,在 域 A 内 : 

Magg 7 Fs, = (10.9 — 15a) 

Faa tt p-0 (10.9 — 15b) 


[ 2 
CLE v) Ma = VM = X DOE T v I paa t du) 


(10.9 — 16a) 

F4, =R Gh, * w) (10.9 — 16b) 
在 C Lb, 

Ma 7M;, Mas M}, Fo = Fe (10.9-17a) 
在 C, 上， 

Db = (10.9 — 17b) 


(10.9 - 15) € (10.9 — 1738 RA C DILE BC EIC 89 rp E di BIS BAL RB 
称 , 它 们 与 $9.3 Bre v Br m pj. 

下 一 章 将 进一步 讨论 应 用 变 分 咯 理 寻求 冰 性 力学 边 值 问题 的 近似 解 
和 数值 解 . 
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j]] — 


1. 平板 单位 面积 的 应 变 能 W, 为 
wo fa Wes 
IEE tE TATAR W, AARAA 
W, =F Mama t Fu.) 


1 


dd s tÉ] vr) mgmtog | + 


7 
2. 平板 单位 面积 的 余 应 变 能 W CHE XE 
Wc Pr. W" de 
Bi up E EE SONO MORES Wi 为 


Ww: — (l+ v) M4M,, 7 »M* 十 FF, 
à 2D(1- v) 2k Gh 


k Ghq.g, 


AH, M= Ma 
3. 证 明 对 于 线 弹 性 ,各 身 同 性 材料 的 余 应 变 能 密度 而 表示 式 { 直 角 举 标 票 ) 六 ， 


+ ] d 2 2 r [ z H 2 
Ww A to! aa) p utn t Sada t+ gam dt 5G t gg.) 
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$11.1. 里 获 方 法 


里 芯 方 尘 是 应 用 变 分 原理 从 一 族 设 定 的 试探 解 中 选取 "最 佳 " 的 近似 
解 的 方法 . 若 有 某 个 能 量 极 小 值 定理 与 变 分 原理 相 联系 , 则 "最 佳 " 的 近似 
解 足 这 … 族 试探 解 中 使 能 量 泛 画 有 极 小 值 的 那个 解 . 比较 典型 的 做 法 是 
试探 解 中 包含 一 组 待定 参数 ,将 试探 解 代入 下 分 原理 ,可 得 出 一 组 线性 联 
立 代数 方程 ,用 来 决定 这 一 组 参数 . 

1. 今 考 碟 一 弹性 固体 , 受 保守 力作 用 , 求 该 物体 位 移 场 的 近似 解 .出 
于 最 小 总 势能 原理 是 基于 位 移 场 的 变 分 , 故 取 最 小 总 势能 原理 作为 求解 
本 题 的 变 分 原理 .假设 试探 解 取 如 下 的 形式 : 


H" 

Hy = uix, a.21) = ugl Tiz x3) + 2o dac das (3) 
TE 
7 

v(x, 24,23) -= vo (xi 23,23) 十 M bu (x ixi (33) 
171 


H2 


n 
Wy 二 wE a) us Wilpers) + > (a) 


i-l 
(11.1- 1) 
内 要 wastu w M aou o; 设 定 , 则 试探 解 (11.1 一 1) 将 由 参数 a,b, 
c, EX 171,2, n. XXE 


H n T E e du 
Su | = ĝu = 2,8, -= — go 29 
4 Jy 
Ou = Hw = ` v Ôb, = 2 35,9 (11.1—2) 


Ou, = du E 2E 一 ^ icd 
i=l i=l I 


由 于 是 应 用 最 小 总 势能 原理 于 试探 解 ,所 册 试 探 解 必须 满足 位 移 边 界 条 件 : 
Wi = Ur 在 S, 上 (10.3 - 1c) 
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同时 ,只 有 与 这 个 边界 条 件 由 容 的 变 分 才 是 可 能 的 全 分 ,因此 ,试探 解 还 
必须 满足 变 分 条 件 
u, =0 在 S， 上 (10.3-2) 
11.1- 1) (11.1 -25 (10.3 -1c) .10.3 一 2) 式 分 别 比较 ,可 以 兰 
出 试探 解 在 S. 上 必须 满足 下 别 条 件 ， 
RA 5 B HM f S, b (14-3) 
这 表明 了 因数 wo ,wo ,ww 计 占 非 齐 次 边界 条 件 ,而 uu, w, 满足 相应 的 
章 次 边界 条 件 . 应当 注意 ,试探 解 设 有 必要 满足 表 曾 力 边 界 条 人 忻 (10,3 一 
1b) ,因为 在 $10.4 中 己 措 出 ,满足 平衡 方程 和 表面 力 边 界 条 件 是 应 用 最 
小 总 势能 原 于 的 自然 结果 , 央 此 ,表面 力 边 界 条 件 常 幅 称 为 自然 边界 条 
件 .应用 最 小 总 势能 原理 于 试探 解 , 则 在 最 后 的 结果 中 ,平衡 方程 和 表面 
力 边 办 条 件 均 能 近似 地 满足 .选择 试探 解 ,通常 采用 初等 男 数 作为 & ， 
v, ,w, :如 多 顷 式 ,指数 晒 数 ,三 角 国 数 ,或 双 昌 函数, 这样, 数学 运算 易于 
进行 .当然 ,运用 里 艾 方 法 时 ,运用 者 的 经 验 和 对 求解 的 问题 的 力学 特性 
的 理解 ,将 起 重 变 的 作用 ,使 得 量 的 近似 解 既 简单 又 有 较 高 的 精度 . 
大 试探 解 (11.1- 1) 的 选择 满足 了 (11.1-3) 式 , 则 可 将 设 定 的 试探 
解 代 人 总 势能 表达 式 (10.4- 1) .这 样 总 势能 下 便 成 为 待定 参数 = ,6 ec, 
(i-21,2,-7.,n) BS EROK 
E-E(a,,à;,'7,a,) (11.1 - 4) 


由 (10.3 一 8) 式 
EE = 2; I + + 了 |" 
由 于 da, L6, c, 是 独立 的 ,任意 的 ,因此 ,可 得 出 
52-0, "a 0, 这 = (1—71,2,-*,n) (11.1-5) 

从 这 一 组 38 TRER AR, RRR IER a ,bc BETR 
回 (11.1-1) 式 ,可 得 到 位 移 场 gu,zm 的 近似 解 . 将 位 移 场 的 近 亿 解 代 
和 人 (4.3-2) 式 ,然后 应 用 (6.2 一 20) 式 ,可 得 到 应 变 场 和 应力 场 的 近似 解 . 
但 是 ,由 于 点 变 场 和 应 力 场 是 通过 对 位 移 场 的 微分 运算 求 得 的 ,因此 , 它 
们 的 精度 不 可 能 有 和 从 移 场 的 精度 那样 高 ， 

2. 车 人 们 关心 的 主要 是 物体 的 应 力 场 , 则 可 以 采用 另 一 途径 ,将 里 
菊 方 法 与 最 小 总 余 能 原理 结合 起 来 , 求 应 力 场 的 近似 解 .这 时 ,可 先 假设 
— TE i 71 28 E HACRRE ,试探 解 包含 若干 待定 参数 . 将 试探 解 化 人 (10.8- 
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Dax. 3p GAB E'COHEURILOpECBEIEEGRISVAOOS-10),8] n 
求 得 待定 参数 .应 用 最 小 总 余 能 原理 时 ,比较 复杂 的 问题 是 试探 解 必 须 满 
足 平衡 方程 (10.3 一 1a) 和 表面 力 边界 笨 件 (10.3 一 1b) ,并 且 应 为 场 的 变 
分 da^ RUE E (10.7 — 3) S. (E EO FH BE 71 PEOR AER Dig 71359 , RU] hi 73 
PA S AI RER REE:BUE ORE OE MOI a EP e E th, PJ LA f AE. 

SUE RR REESE S MORS -A REA) 10.9- 122 EH 3X 
时 须 分 别 独立 地 假设 位 攀 场 和 应 力 场 的 试探 解 ,将 它们 代入 (10.9 - 12) 
X ,可 得 出 以 待定 参数 表示 的 E, 式 . 令 江 。=0, 可 得 到 一 组 线性 代数 方 
程 ,求解 后 ,可 得 到 这 些 参 数 的 值 .采用 这 样 的 途径 求解 ,可 同时 得 出 位 移 
场 和 应 力 场 的 近似 解 ,它们 的 精度 是 相当 的 . 尤 有 进 者 ,采用 这 样 的 途径 
求解 ,假设 的 位 称 场 可 不 必 满 足 位 移 边界 条 件 ,假设 的 应 力 场 既 不 必 满 足 
平衡 方程 ,也 不 必 满 足 表 面 力 边界 条 件 , 这 些 条 件 的 满足 都 是 赫 林 格 -- 业 
斯 纳 变 分 原理 的 结果 .因此 ,通过 变 分 原理 SE, =0 求 得 的 解 ,能 近似 地 
满足 上 述 所 有 的 条 件 ,这 将 使 寻找 试探 解 的 工作 简化 . 


$11.2 里 欧 方 法 的 应 用 


例 1 一 弹性 基础 梁 水 受 均 布 载 桨 ,如 图 11 -~ 1 所 示 . RERNE 
的 微分 方程 和 边界 条 件 是 


FPT ~ Er (11.2— la) 


中 | 主子 j=0， M| +3)=0 (11.2 - db.) 
gp 


2 
M=- EITT. F,-—— (11.2-2) 
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AXE -弹性 基础 系统 的 总 势能 包括 三 项 ， 
1. 储存 在 梁 内 的 应 变 能 


LIA LI 1 
U, = | Wader = | = Elm’ dz 
-Liz -Li2 2 
二 dé w V 
i M zE! dax | da 
2. 储存 在 弹性 基础 内 的 应 变 能 


Lia 1 " 
-L/2 


3. dur nm 9 BE 
U,-- | T*uds 
S 


H 
| 
—À 
Es 
M 
& 
[m 
名 
un 
E 
| 
z 
EL 
E 


LIZ 
| po wdz 
-Li 
将 这 三 项 相 灿 ,得 到 系统 的 总 势能 : 


Lia 1 d 2 
E= i Pied + bu? + po w dz (11.2-3) 


系统 的 总 余 能 包括 : 
I. 3E 09 4e Pr ERE 


Lia Li2 2 
-L 
2. 弹性 基础 的 余 能 
La Li2 2 2 
Do | | igi | Xt x dx 
3. 5ijig Dr EXE DUE fe 
Uš = 一 | u` T,dS=- [Fw -M 


8, d - L2 
将 以 上 三 项 相 加 ,可 得 到 系统 的 总 余 能 如 下 ; 
TY dMY 
7 r [Er * add pot E] jaz G1.2-4) 
为 简化 碎 下 讨论 中 的 代数 运算 和 数值 运算 ,将 (11.2- 1) 8 (11.2 4) 
XR ROG Eb 9S 
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$11.23. 里 茨 方法 的 应 用 225 ， 
d W taw= ej. 0xr«1 (11.2—]a) 
dr 
w(1)- M(1)-0 (11.2 - Lb) 
wi- x)= wlr), X w (0) F,(0) 50 (11.2- 1c) 
式 中 

kL’ 
dw P ] 
M 9 -—- = 一 wW (11.2-22) 

da 
po i (11.2-2bY 

dx 


l 
E=3| [Cw Y + aw + 2w]dx (11.2-3Y 
Q 


1 
E=] MeL cy dr (11.2-4) 
2 0 c 


在 上 列 方程 中 ,变量 右上 方 的 搬 表 示 对 无 量 网 坐标 x 求 导 .利用 本 
问题 的 解 的 对 称 性 [wt{ 一 xz)= wlr) MRR tr 方向 的 半 长 10 委 去 
1 代替 梁 原 来 的 长 度 ( 一 1 坊 z 志 1) .这 样 ,边界 条 件 (11.2 一 1b)、(11.2 一 
1c) 和 定 积 分 (11.2 一 3)、(11.2 一 4) 的 下 限 都 需 作 相应 的 修改 . 表 11-1 
列 出 无 量 纲 变 量 转换 成 有 量 网 形式 的 转换 因子 . 


*11-1 弹性 菇 础 梁 的 无 量 纲 变量 


TEATE 转换 因子 物理 意义 

| LI | 坐标 
全 us 

| M ai CTS 
F, E 3 5 

E 7 
E d ei 


RE 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


| 226 > S -r—3*  wrifg xs E EE 


方程 (11.2 一 1) 的 精确 解 在 $9.2 中 已 给 出 , 见 (9.2- 100) xXx Las E 
Jo BRE X 


2 
ewírx)--1-4 A cos a*cosh a*cos ax*cosh ax 十 
sin a*sinh a*sin ax*sinh ar) (11.2 — 5a) 
1 
a M(x)- A (cos a*cosh a'sin ar*sinh ax 一 


sin a*sinh a*cos ar*cosh ar) — (11.2 — 5b) 


aw(0)—-—1- Z cos a*'cosh a (11.2 — 5c) 
a M(0)- - xsin a*sinh a (11.2- 5d) 
式 中 
A= cosh 2a * cos 2a (11.2—5e) 
a.a. kL’ 
a = 4a IGET (11.2- 5f) 
L 

T (11.2- 5g) 
对 (11.2-3 (1.2-4 ) 式 进行 分 部 积分 ,可 以 证 明 , 本 题 的 精确 解 满 

足以 下 其 系 : 

E--E' -if wdr = — ! ] 一 (sinh 2a + sin 2a) | 
7 2 ü 2a 2^a . 

(11.2— 6) 


dk 11-2 98 HE To [REB = , 梁 中 点 挠 度 . 弯 年 和 总 势能 .总 余 能 的 值 ， 
表 11~2 弹性 基础 梁 一 一 精确 解 


a - wtO) - M(0) E'--E 
m 0 0.208 333 3 05 0.066 665 67 
l 0.178 829 6 0.427 235 8 0.057 274 59 
10 0.078 3553 0. i79 620 1 0.025 286 14 
100 0.01i 341 6 0.016 713 8 0.003 901 09 


1 000 0.001 025 2 0.000 878 8 0.000 437 08 
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下 面 应 用 里 芯 廊 法 ,结合 最 小 总 势能 原理 求 弹性 基础 梁 的 近似 解 .根据 问 

题 的 特点 ,选择 的 位 移 试 探 解 必须 对 称 于 z 轴 , 并 满足 位 移 边 界 条 件 
w(1)=0, 但 没有 必要 满足 自然 边界 条 件 M(1) =0. 今 选择 试探 解 

wair)b—a wx) (11.2— 7a) 

"rE -X0-300-2) (11.270) 


w r) EREM a — 0) P ue E. HL O1.2- 7) Xp 


M, (x)= 7 ga 07 6) (11.2 - 7c) 
对 于 试探 解 (1 .2 一 7), w (1) 2 M,(DD-0,(1.2- 30 Xn UAE ADR 


分 ,得 
1 
BE,= 了 | (ww, + aw, t2)uw,dx (11.2— 8a) 


XECEL.2 246 A CII.2 - 8a) 可 得 


u l 3la 2 
E, - ys iae a 2a, (11.2— 8b) 
$55: -0, TRN a, Mf: 
i 3la 
a 185] 
出 此 可 得 u (11.2- 9) 
l 
wi(0) = -za M (0) = a ayi = deti 


| E 11-3 给 出 这 个 近似 解 以 及 它 与 精确 和 解 的 比较 ， 
表 ii-3 强 性 基础 梁 的 近 羽 解 


a - m M RE) - M,GCOLCSHR AE) - EC IRR 
| 0 0.208 3(0) n 0.5(0) 0.066 667(0) 
1 0.179 0(0. 1) 0.429 5(0.5) 0.057 273( — 0.003) 
| 10 0.078 9(0.6) 0.189 4(5) 0.025 251( - 0.1) 


| 100 0,012 GS] 0.028 7072) 0.003 831(- 2) 


i 000 0.001 3630) 0,003 0(233) 0.000 404( — 8) 


nh————— —m—————————————————A— d .—————OÓ HOM 
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三 角 函 数 也 可 选择 作为 试探 解 . 钢 如 选择 


(1 x)nx 
2 


w;(lx)-a;sin (11.2 — 10) 


读者 可 以 作为 练习 ,应 用 与 上 面相 同 的 方法 和 步骤 , 求 得 近似 解 的 待定 参 
数 aa ,以 及 we (0), M. COD FILE, 的 值 , 并 与 精确 解 以 及 近似 解 w, 中 相 
应 的 值 比 较 . 

上 上 例 中 由 近似 解 得 到 的 弯 逢 值 的 精度 较 位 移 值 的 精度 低 , 这 可 由 表 
11-3 看 出 ,其 原因 是 碗 和 撼 蚌 由 位 称 的 二 阶 导 数 计算 的 ,因而 其 精度 降 
低 . 震 将 里 苞 方 法 与 最 小 总 余 能 原理 结合 应 用 ,. 则 可 直接 得 到 弯 第 的 较 精 
确 的 近似 解 .这 时 以 弯 矩 ( 合 应 力 ) 作 为 未 知 量 , 弯 窍 的 试探 解 必须 满足 力 
边界 条 件 M(1)=0 以 及 对 称 条 件 M( 一 zx) = MO .很 设 弯 矩 的 试探 


解 为 
Mj,(x)2a,(1- x) (11.2- 11) 
将 土 式 代 人 (11.2-47 ,得 
E, m a *t(It224,) 
A 
dE; 
da, = 
得 
ne iR) - M,(0) (11.2-12 


为 提高 近似 解 的 精度 ,可 以 采用 更 高 阶 的 多 项 式 作 为 试探 解 . 设 以 4 阶 多 
项 式 作为 试探 解 , 即 

M;(x)-(u0-x)(a,*a;2) (11.2 — 13) 
将 上 式 代 和 人 (11.2-4) 式 ,得 


2 
+ (2a, -2a,-1)?- 


Ba 
2aE; = 15 dE — 到 


8a,(2a, 一 24,71) € a 
à JE; 2E; 
da, da, 
可 得 到 


E SY HN E 
e ssl ies] M2(0), an= 5 — (012-14) 


“ltd. 
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AP: 
A - 10 14:26,457. l y (11.2- 14a) 


表 11-4 列 出 MI0), M, (LARR MIO0) 以 资 比较 . 
表 11-4 HEEM MAR EE) 


a - M(0) -M,(GDC IR 3E) -M (DCK ARX 


0 (0.5 0.5(0) 0.5(0) E 
1 0.427 2 0.441 2(3) 0.427 4(0.05) 
10 0.179 6 0.214 3(19) 0.180 1(0.3) 
100 0.016 7 0.034 9(109) 0.015 9( -- 5) 
1 000 0.000 9 0.003 7(311) - 0.004 7( - 622) 


苦 应 用 里 艾 方 法 与 赫 林 格 - 赖 斯 纳 变 分 原理 相 结合 , 则 可 同时 得 到 
BEBE wO ASE Mr 的 近似 解 . 对 于 弹性 基础 梁 这 个 问题 ,(10.9 - 
18 (10.9 — 12 a} 式 给 出 


1 
Ey | (zew? - FM? - Muf * w jd (11.2— 15) 
0 


wi(x)-a(1- r’) 
| (11.2 - 16) 
M,(x)-b(1- x?) 


58 (11.2 - 16)34 4C A (11.27 15235, 18 


由 此 得 


E nsi 
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将 上 二 式 联 立 求解 ,可 以 求 出 e 忆 的 值 , 该 者 可 日 行 计 算 ,出 此 得 


XOEPEES SEEN | 
: (11.217) 
M(Q-b-- | 


车 a=0, 则 .上 二 式 为 精确 解 ,车 a=1, 则 w (0) = -0.172 4, 其 误差 为 
4 9$,M,(0) = 一 0.431 0, 其 误差 为 0.9 96. 

例 2 在 均 布 载荷 作用 下 ,4 XLI PIS h. 

分 析 这 个 问题 ,采用 直角 坐标 系 . 注 板 理论 的 基本 方程 已 在 &9.4 中 
讨论 并 列 出 ,下 面 蚌 这 个 基本 方程 的 无 量 细 形 式 . 


V*q-1,-1€«xz«1,-1€y«1 
We (11.2 — 18) 
w= =0,y= t] 
M,-- [I3] 
M, = -1 一) 六 时 (11.2 — 19) 
F, = -2 (vw) 
Fs, Eos 


ax? y d dz | 
P 


] 1 pl 
d.d y 一 ii | wüdrdy (11.2-20a) 
ü 


| — 


‘=n |, JM a +t Ms 2M My *2(1* v) M; ldxdy 


(11.2 — 20b) 


SS S O O E E e EN 
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表 11-5 给 出 了 转换 成 无 量 纲 形 式 的 转换 因 了 .在 推导 方程 (11.2-20) 
IERI FT SEHE w 的 对 称 条 件 , 即 


wl- rz, =Z w(x,-vy)-w(xr,y) (11.2-210 
表 11-5 四 边 固 支 方 板 的 无 量 网 变量 


ES EE 转换 因子 物理 量 
EX.y P 学 标 
poa 
w ETAS 156 HE 
， Poa 
F. 2 93 3j 
à piat 
E,E ID 势能 
] Ps 载荷 强度 


在 本 问题 中 ,还 有 一 个 x,y 相互 交换 ( 方 板 ) 的 对 称 条 件 , 即 
wir,y)-wiv,zr) (11.2- 21b) 
A] FX H6 XE BR ZR PE ,可 以 减少 求 近 似 解 的 工作 量 . 作 为 第 -一 近似 ,可 
以 假设 一 个 挠 度 的 试探 解 , 它 须 满足 运动 学 边界 条 件 (11.2~ 18b 0) DLE 
对 称 条 件 (]1,2 一 21). 今 假设 


wilxr,y)- eccos iE 
WE EXE AG1.2 7 20), 


COS (m {11.2 —22) 


"1 


c 
Rr 2s] 


dp 


E ÉL EQ O.NdÍ- UL U L 
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w: (0,0) 7 c, =$ =0.020 5 
à 


M? (1,0)= -天 = -0.101 s 


2. 
M? (0,0) - (14 TL -0.132,(v 20.3) 


(11.2 - 23) 
在 S. Timoshenko & S. Woinowsky-krieger W€ B "Theory of Plates and 
Shells” S 2 版 中 列 出 的 近似 解 的 值 为 
w (0,0) —0.0202 
MY (1,0) = -0.205 (11.2 - 24) 
MU (0,0) 20.092 4,(v—0.3) 
板 中 点 的 挠 度 w (0,00 L (11.2 - 23258 ] S AC EE £8 48 85 8 25 EI 8) 
296 SARRERA. xx dE gH TES B BE w HERA KRY 
THERA, BS ICE oe Br C ER E 
若 应 用 最 小 总 余 能 原理 {10.7- 10) , Bp ET CLE BE m 25 3j P e HARE 
在 这 种 情况 下 ,假设 的 M, ,M M, BCHEPRUD RUE FR SAUCE A Ji RICO 3 
-20)》, 此 方程 的 无 量 网 形式 是 
SM, FM, ËM 
"we E ad (11.2 -25) 
在 本 题 中 ,由 王 板 四 边 固 支 , 穹 逢 试探 解 无 需 满足 任何 边界 条 忻 . 本题 可 
以 采用 这 样 的 方法 选取 试探 解 :选择 方程 (11.2 一 25) 的 -~ 个 特 解 , 例 如 


2 2 
| Ma WM My-O 
611.2 26) 


| 将 {141.2 一 26) 式 信人 (11.2 一 20b) 式 可 得 到 E" „4E —-0,45 8| c, = 


de, 
x 
12 


| My bg] 


JURE 


TG 4 
1 
6 
| Hi ICTERCRE SUB CREAR ECKE RI AED e 36 93 Jy 19 96 . EE RCHERE GER 


M (1,09) 2 -二 = -0.167, MW (0,0) = 1 - 0.083 3 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
$11.3. WRAL 0233 >- 


解 (11.2-22) 给 出 的 弯 矩 的 精度 有 较 大 的 提高 . 


$1.3 加 权 残 量 法 


加 入 残 量 落 是 一 种 数学 方法 , 它 豆 以 直接 从 微分 方程 得 出 近似 解 , 设 
某 个 问题 的 基本 微分 方程 和 边界 条 件 分 别 是 
Du-d-0 在 域 B (11.3- 1) 
Gu 一 g =0 EHAE S (11.3-2) 
AE DIG 为 微分 算 子 ,dg 为 不 含 函数 的 项 . 
应 用 加 权 残 量 法 求解 微分 方程 边 值 问题 ,可 先 假设 一 试探 解 


N 


un= » ef (11.3-3) 
i=l 
式 中 fü 为 试 函 数 ,c, 为 待定 参数 .这 个 试探 解 必须 满足 边界 条 件 (11.3 一 
2) .将 (11.3-3) 式 代 人 微分 方程 (11.3 一 1) ,一 般 是 不 能 满足 的 ,这 样 , 便 
BATRE Ry, 
Ry = Duy — d#0 i154) 
为 使 试探 解 ww FS RTREGE VERUS LH RE SE R0. 消除 残 量 的 方法 
je ISP C 研 , ,使 得 残 量 在 域 B 内 的 加 权 平 均值 为 0. 这样 俩 可 以 
列 出 消除 残 量 的 方程 式 : 


| Ry W.dv-o (j21,2,-,N)  (11.3-5) 
B 


于 是 可 以 得 到 求解 待定 参数 c(i=1,2,…,N} 的 NN 个 联 立 代数 方程 ,将 
求 出 的 c, 代 人 试探 解 (11.3 一 3), 便 得 到 了 满足 微分 方程 (11.3 一 1) 和 边 
界 条 件 (11.3 一 2) 的 近似 解 ， 
根据 权 函 数 W, 的 不 同形 式 ,加 权 残 量 法 有 5 种 基本 方法 , 即 配 点 
法 TRE Cd X -Mire (Bubnov - Galerkin) 法 ,最 小 二 乘法 和 和 矩 量 
法 等 .下 面 以 漳 性 基础 梁 为 例 ,说 明 加 权 碱 晤 法 的 应 用 . 
弹性 基础 粱 (图 11 — D BISE E GRE w(x) 满 足 无 量 岗 微分 方程 
du, ,11=0 《0 委 1) (11.3-6) 
d 
和 边界 荣 件 (11.2 — 1b) 及 对 称 条 件 (11.2 - tc) .假设 试 拧 解 为 


N 


wu(x)- Mb cf) (11.3— 7a) 
i=l 
ERA 六 个 待定 参数 c(i 一 1,2,… ,NN) WRR wv(z) 应 满足 边界 条 


ei 
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FFOLI.2 — 1p) RUE PRAE FECII.2— 1c) BE 
fü)-f,.üuy0o,ft-x)-Rf(x) (11.3-7b.c) 
将 (11.3- Ta) LA GLA H8C11.3-60, — REANA E 
df we 


' 
-- N — ` I 
Ry, = d 3 taeuwgtl-EyuU rie £5," QS 
ub 


(11.3- 8) 
加权 残 量 法 的 作法 是 ;使 残 量 R ER 0 委 z< 1 中 的 加权 平 均值 等 于 0， 
其 表示 式 是 


i 
| R«€x356€,,0 77 ,c42)W,(x)dx 20 (i=1,2,.,N) 
ü 


(11.3- 9) 
出 此 可 列 出 N 个 线性 代数 方程 ,将 它们 联 立 求解 ,可 得 到 cl ,ca sonic. 
FERRARAS W 《4 ) 的 不 同 ,分 别 说 朋 配 点 法 , 子 域 法 , 布 拖 诺 
A- 伽 过 金 法 ,最 小 二 导 法 , 矩 量 法 等 基本 方法 . 
(1) 配点 法 
TEE Occ 内 选择 NN 个 点 x, ,i 二 1,2,…,N, 并 选择 
W(x)-8(r-zr) (11.3 — 10) 
IP Cx — x, ) X Ifi Y (Dirac Delta) 函数 .根据 这 个 函数 的 性 质 ,可 询 
出 消除 残 量 的 方程 如 下 : 


l 
| Ryo{r)W (rj)dr= Rr,}=0 (11.3- 11) 
Ü 


这 个 方程 的 意 立 是 部 求 残 量 在 域 0S1 AH N 个 任意 选 定 的 点 x, E 
il Ac, bg HEN 个 联 立 线性 代数 方程 .村 它们 求解 ,可 得 到 参数 eulos, 
(2) TEE 
划分 域 OL lA N ATIR raa Cra) a nya xul. 
KP orQ-0.r1.—-1.4É X. 
l, xm 
Ww (x)= 《11.3- 12 
"710, a 不 在 上 述 子 域内 | 
1848 (11.3 — 9) 5S, mU HA TERR E Jg RÉH 
IN Rys(x)dx -0 (i-21,2,"-,N)  (11.3-13) 


14 


这 样 ,可 以 有 N 个 联 立 线性 代数 方程 .对 它们 求解 ,可 得 到 参数 c ,ec:， 
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(3) WPR -WM EA 
fr heir Ac — DII de iE PEE PLC AR ERA E , HI 


À Wy 


W,(x)= Fo - fix) (11.3— 14) 


这 样 
Ra (x) W(x)dz [ Ré(x)f(x)Ór-0 (i21,2,,N) 


(11.3— 15) 

这 是 一 个 广 为 应 用 的 方法 .对 于 同一 族 试 探 解 , 布 勃 诺 夫 - 个 辽 金 法 与 基 
于 最 小 总 势能 原理 的 果蔬 法 是 等 价 的 .但 作为 近似 方法 ,二 者 有 差别 ,二 
者 的 差别 是 ;在 布 勃 诺 夫 - 伽 辽 金 法 中 ,采用 的 试探 解 必须 满足 全 部 边界 
条 件 ; 而 在 里 芯 法 中 ,试探 解 不 需要 满足 自然 边界 条 件 . 在 本 便 题 中 ,条 件 
M(1) 20 是 白 然 边界 条 件 . 

(4) 最 小 二 乘法 

T — 3E 15; X FEET CR 


dRy . 
W.(x)- 2e (11.3 - 16) 


这 样 

i aR, 

| Ry(2)5 dzr=0 (i=1,2,; e, N) (11.3-17) 
(11.37 1D RERE R A ZAAR R PEE 2 E 


» [. Ride -2[ Ry ae dst (11.3 — 18) 
(5) 定量 法 
甜 量 法 选择 的 权 函 数 是 
Wi(x)-zx'! (11.3 — 19) 
这 样 


1 
| Rila deet GeL N OA- 
ü 


AE BIS wlr) H RS GERE r KIERR, IE ECL 3 — 
20a) 式 中 ,只 需 采 用 r 的 偶 次 寡 , 这 样 ,(11.3- 20a) 式 可 修正 为 


L t 
| Ry(x)x" P dr-Q (11.3 — 20b) 
ü 
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为 了 使 于 比较 上 述 涉 同方 法 得 出 的 结果 , 取 试 探 解 如 (11.2 一 了 的 形 
式 ， 
wi(zr)-7c wy x) | 
(11.3-21) 
us(z)= c 4-730720) 
DUE 3-4 


R,(r,ci)- "aca -z10- zl 


(11.3 - 22) 
下 面 应 用 不 同 的 方法 烈 出 消除 残 量 的 方程 ,以 求 出 参数 c. 
(1) 配点 法 
在 zs0 点 ,Ri(0c)= -e -fe * 1-0 
Sa! 
arx (11.3 - 23a) 
(2) TRE 
1 
2 
[. Ridx = — ce) 156 +1=0 
2a! 
co=(+ 答 ) (11.3— 23b) 
(3) dp dh - I mE 
i 
| R(x)w (x)dr=0 
D 
-1 
a7 [1588 (11.3- 23c) 
(4) 最 小 二 乘法 
JR. 0 NEN 2 
1 AR, B 
| R, 3; 046-09 
E 2a da , 62a^ V! 
(5) dh RE 


TE BU BULUM LR EO PES ARR 5 TG (2) 59]. 
以 上 五 种 方法 取得 的 结果 列表 比较 如 下 ; 


ss 
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表 ip-6 加 权 残 量 法 的 各 种 方法 计算 结果 的 比较 


" Ti ee f 配点 法 TRUE e [EZ ies B 
w(i) AB EIE - i 4 来 法 

0 0.2083 0.208 3 0.208 3 0.2083 i 0.208 3 

1 0.178 8 0.174 2 0.183 8 0.179 Q 0.183 2 

10 — 0.078 36 0.067 57 0.089 29 0.078 9] 0.083 D4 

100 — 0.011 34 0.009 54 0.014 53 0.011 97 0.058 18 


1000 — 0.001 025 p.000 995 0.001 551 0.001 262 0.066 068 


811.4. 有 限 差分 法 


有 限 点 分 法 征 一 种 数值 解法 , 它 的 战 本 原 昔 是 用 差 商 代 替 微 商 , 用 差 
分 方程 代 蔡 微分 方程 ,用 离散 点 的 集合 代替 求解 域 . 这样 ,所 讨论 问题 的 
基本 微分 方程 和 边界 条 件 将 被 在 若干 离散 点 上 的 益 分 方程 所 代替 .因此 ， 
求解 破 分 方程 (线性 ) 的 按 值 问题 将 转变 成 求解 一 组 线性 代数 方程 ,其 结 
小 是 给 出 所 求解 的 问题 在 求解 域 肉 选 定 的 离散 点 上 的 数值 ， 


今 以 平 而 问题 来 说 明 . 在 物体 的 面 
上 以 平行 于 化 标 轴 的 上 自 线 建 妆 等 间距 
网 格 , 如 图 11 一 2, 设 f(z,y) 为 弹性 体 
内 各 点 的 其 个 连续 吨 数 ,如 应 力 场 / 位 移 
Ja] Nr AES SEX READ (TT xr 轴 
的 网 线 上 内 随 x 4ER pum mud. 例 
如 在 直线 3 一 0 一 1 上 ,在 节点 口 的 邻 
域 ,函数 F 可 以 展开 成 泰勒 {Taylor) 绕 | 图 11- 2 
数 如 下 : 


f=fot EJ bru) "A46 — ay 


I d 


C]ORSSSGHIQ D ESCIduMEU EM NEN CI A MED Cc CD GC URL S E EDEN ELE CEDE E EE E LUNES 
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BEL Ff 4 
T < (x LU" T az (gu) ev. ODE dla) 
OG f, (NP ü 


J af 
li- Tiai; ron eU (11.4 — 1b) 


fr Ux 3 和 节点 ],z 分 别 等 于 .er — A Mrl h, WEGLA- LaYA LETS 
如 3 和 节点 上 ,函数 六 和 广 名 展开 成 


apr) npa) -EEN ong 
a= fe db] tar 1 $a tal 
f) UO PS ar 
fi = fo (SE) + 2 (24 | + 6 (24 ) ZA E 
EUR 8I JE 8E HB 是 充分 小 的 量 , 则 在 上 述 户 . 广 的 表示 式 中 可 
以 略 去 A 以 上 的 项 .因此 ,ff 的 表示 式 可 以 简化 为 


^h MEL), 


hi - st m4]. 


di bb qr oS TRENAR 


"er 


af | fi 7 fh 
5L] - ^ -一 (11.4-2) 
8! f 1 十 dx 
dr ] An pH 
同样 可 得 
Ify [fif 
Do /02h — UL 
a of Ffi-2fs 
5 ] E (11.4— 5) 
(11.4 一 2) 一 (11.4 一 5) 式 是 基本 的 差分 公式 ,由 此 可以 学 出 其 他 差分 公 
式 : 


EE) ABA] - bs sl 


own (11,48) 


ESO ADDED d 
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x4) Unt elo), 6], 262], 


- A64. - i a (11.4—7) 


L| = AAR 20 e f FO USt foe Fo A) 
TINY fg 
(11.4 — 8) 


HER AR. 可 v 论 的 问题 的 微分 方程 近似 地 用 若干 离散 点 上 
的 差分 方程 来 表示 ,这 是 -组 联 立 线性 代数 方程 ,这 样 , 求 解 微 分 方程 的 问题 
转变 成 求解 联 立 线 性 代数 方 枉 的 问题 .下 面 用 例题 来 说 明 有 限 差分 法 . 


-. pim 
例 1 弹性 基础 如 
由 于 对 称 ,坐标 原点 定 在 梁 中 点 ,考虑 梁 的 右 六 长 .由 $11.2, 弹 性 革 
础 梁 的 上 本 微分 方程 的 无 量 网 形式 (11.2 -1a) 是 
4 
1 (11.4= 10) 
dz 


ROSI 划分 为 n 个 长 度 为 = 二 的 子 城 ,如 图 11 一 3 Bo oe 
| 域 的 端点 形成 离散 点 集 ( xo, muni, 


| aTi X, X Xp X, Ut a 4p o Xa c8 Aa x, 


在 这 些 离散 点 上 , 梁 的 挠 度 和 弯 矩 的 近似 草 是 待 求 的 .这 些 离散 点 的 坐标 是 


recdh (i—0,10,-,n2) (11.4 - 11a) 
IE xc ih 点 , 深 的 措 度 以 w, ER 
w,—owz,) (31.4 — 11b) 
| 项 ox, 是 求解 域内 的 点 , 亦 即 £—0,1,-7,0 1,9 (11.4—- 222 (11.4 — 


9) ELA , w TE x, 点 的 前 4 阶 导数 基 : 
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€ — 10, ,) (11.4 — 12a) 
1 2h itl =i 
eÀí iius 1 

wii —Q2, t w, 4) (11.4 — 12b) 
we. d 

s Sgp WoT 2w t 2w,-. 7 una) (11.4 - 12c) 
rye EN l 

TU Tga wna T 4wa + 6; c Aw + w -2) tl11.4— 12d) 


在 求解 城 (0 雪 z 过 1) 内 各 个 节点 r 上 {i =0,1,…,n 一 1) 用 (11.4 一 124) 
式 近 似 表示 微分 方 竹 (11.4- 10) 中 的 4 阶 导 数 , 则 可 得 到 个 如 下 形式 
的 差分 方程 ,它们 是 -一 组 线性 代数 方程 : 
tw, — 42, t (6 oR hw, 4, ww, 7 — h(i=0,1,..,n 1) 
(11.4 - 13) 
AR fox — 28 £X pe (03807 BL px eA HE RT REEET TER r (220,1, n 一 
D.E3€ 065 58 Rr d) 3 EL. H CLL.2 — 2a) ALT A, 23 XE A xc dol f p n HB 
(11.4 — 120) ETE SS , H 


1 
M, = cae T 2w + wa) (11.4- 14) 


当 应 用 方程 (11.4 一 13} 于 x, 70 28 MEE w_;,w_, 的 位 ,这 可 由 对 称 
条 件 (11.2~1c) 得 

WoT W W. = wW (11.4 — 15a) 
当 应 用 方程 (11.4- 83) T ER x, 1 — h BJ LEE xe, Aw BE, Ra 
Ur xu E PECI.2- 15) 得 


w, =0 (11.4 — 15b) 
1 
M, 5- w, 2 t w, (2750 
或 
Wwa 7 WI (11.4 — 15c) 


应 用 (11.4 一 515) 式 , 则 可 得 出 方程 组 如 下 : 


若 nh 20.5. - L, ij 


n 
KW-F (11.4 — 16a) 


————— EESE E 
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Wo 
W 
W--m'|: (11.4 - lb) 
NM 
n axl 
l 
2 
1 1 
F= : (11.4 - 16c) 
i 
laxi 
ES 一 4 1 
2 
-4 G+ -4 1 0 
-4 (6-8) —4 1 


0 t -4 (648) -4 
1 -4 (GTBY,., 

(11.4 — 16d) 

为 得 到 对 称 系数 拓 阵 K ,在 方程 组 (11.4 一 13) 中 的 第 ~… 个 方程 (1 =0) 应 
除 以 2,F 阵 中 第 一 个 系数 为 了 .值得 注意 的 是 :KK 是 带 状 矩阵 ,因此 , 广 


各 (1.4 一 16a} 可 以 很 容易 地 用 计算 机 求解 . 表 11-7 列 出 了 n=5,10， 
15,20 等 分 和 参数 a =0,1,10,100,1 000 时 方程 (11.4 一 16) 的 解 , 表 中 


1 -4 6+ -4 1 


Je TPA -ARE AG EA. E B E AS FR E55 X 11 -2 
5 SPERO e E EA, RU r-0mnggpón (i e E Hd CITT.4 — 14) 
(11.4- 15) 式 计算 ,结果 是 : 

M, 72n^ (20, w) (11.4—17) 


Ms 11-7 中 列 出 的 点 —0 BPSEEBERISS E A 11 72 列 出 的 精确 解 
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per "E a ]1ü 
n 
-- wel 0) MGD — qti) - M(0) - e (0) M(0) 
5 0.210 0 Üü.5 D.179 8 0.426 2 (0.078 14 0.[77 7 
10 0.208 了 0.5 80.179 1 0.427 0 0.078 30 0.179 1 
15 0.208 5 0.5 0.178 9 0.427 1 0.078 33 0.179 4 
20) 0.208 4 0.5 5.178 9 D.427 2 0.078 34 0.179 5 
a — 100 aT 1 On 
" ] : 了 - 
ew) — M(0) zi) - Mt) 
5 D. 011 23 0. 016 64 0.001 026 0.000 563 2 
10 0.011 31 0. 016 09 (01 025 B.d000 793 3 
15 0.011 33 0. 018 70 (001 025 0.000 840 3 
2U 0.011 33 0.016 71 Ü 001 025 0.000 857 0 


的 相应 值 比较 可 以 看 出 ,= 请 大 , 即 计 算 域 划分 的 网 格 您 细 , 则 有 限 差 分 
渤 的 计算 结果 意 接 近 精 确 解 . 当然 ,网 格 划 分 战 细 , 即 n 傅 大 ,求解 的 联 
立 代 数 方 程 的 数 日 便 越 多 ,计算 械 作 量 也 随 之 增 大 . 

例 2 受 均 布 载荷 岂 边 固 支 的 板 


在 均 布 载 苟 作用 下 四 边 男 支 板 的 基本 微分 方程 {11.2 - 18a) 是 
V'uw-l (-1&<g<1,-1&y<i)  (11.4- 162) 
出 (11.4 一 了 3) - CHu.4 - 9)xk nf Al 


| (Viw), =al 20w, SR Wai + Wal Tou.. m t w, -r 十 


2 9 oi sen 十 W+, + VU; gyal Tow. TERES 


(uis. P uiua Fest Magl] (11.4 — 18b) 


i 
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dr FERE CRT VA HH PSI 11 一 4 aec LINDA g 25 5p 7r FR UT 23 
h'(Viw), =h" (11.4—19) 


由 于 对 称 必 1(11.2 -21) 式 1, 只 需 考虑 板 的 亏 部 分 ,如 网 11 - 5, 因 此 ,本 
题 还 存在 以 下 关系 : 


= 1 
TU, UU. f 
r 
Up, T Way 
UU p 98. T (11.4 - 20) 


边界 条 件 (11.2… 18b) 取 以 下 形式 : 


10,,,, 70 (Et.4— 21a) 
de E l u 
2: NET C un, ) =0 
或 
Waira T Wa, (11.4 — 21b) 


Mr GUN B UTER 98858. M, 可 应 用 {11.2 - 193): 811.4 - 3). (11.4—- 
Siu ERI 4720385, AEN «EGET. 
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2 
板 中 点 :AM (1,1)= 一 1 DIEE d wi) 
2 ^ (11.4— 22) 
t 15 : M (n 十 ] ,17 = — npo 


ml 
详 用 (11.4 一 19} 式 于 图 11-7 5 3X 48 3E SR [L8 8E— 5 5 81 i = 1,2, 
en Rm 12a R1 pn D | 关于 ww ,的 线性 代数 广 


程 .将 这 一 组 代数 方程 联 站 求解 ,可 得 到 w, ,的 数值 . 为 应 用 计算 机 求解 
联 立 代数 方程 组 ,可 将 图 i1 一 5 中 三 角形 域内 的 节 


(nt 1,521) 


1 
» A 
xr(i-1),i-1,2.-,n-1 
YFG- Dh, j-12, e A fo) 


lis 4) (n 1,4) 


:20(3,2)(4,2)( 


(n+ ln 


(n1, 5) 


(n+l, 2) 


kl 11-5 UA FUROR S 


后 重新 按 顺 序 编导 如 图 11 ~6. XX EE Ru] BEI 26 2 5 Fn 23 AB PAGE 


| 


图 di-6 域内 节点 编号 
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Ew 
KW= hiF (11.4— 23a) 
A 
UP 
1 
| w p 
W= | w F=). (11.4— 235) 
] MAEL 
UU M*1 


F 式 中 Mo on (n* ERME w, 的 个 数 .刚度 矩阵 到 是 通过 应 
用 (11.4- 19) 一 (UL4-21) 于 每 一 个 内 节点 后 得 出 的 , 它 是 带 状 矩阵 ,但 
不 对 称 .计算 结果 见 11 -8 表 . 
X11-s 四 边 固 支 板 的 有 限 差 分 解 


n 15(0,0) M, {1.0 M. (0,0) 
mE 0.008 79 0.1545 0.098 60 i 

4 0.022 79 -0.189 5 0.093 75 

ô 0.021 42 -0.198 0 0.092 62 

8 0.020 92 0.201 1 0.092 19 

10 0.020 68 - 0.202 6 0.091 99 

15 0.020 44 0.204 1 0.091 79 


rit 0.020 35 0.204 7 0.091 71 


当 网 恪 划分 得 足够 细 , 即 = 的 数量 足够 大 时 ,本 题 的 有 限 差分 解 与 
S. Timoshenko & S. Woinowsky 一 krieger £4 3$ 8)" Theory of Plates and 
Shells 第 2 Rx rP PUB HE LA CLL.2 7 2403 JU er RE 


| $11.5 有 限 元 法 的 基本 方程 


本 节 应 用 变 分 碌 理 一 最 小 总 势能 原理 ,建立 有 限 元 泛 的 基本 方程 
1 . 将 弹性 体 (区 城 DA - 些 假想 的 线 (对 于 一 维 物体 ) 或 面 (对 于 三 
维 物 休 ) 划 分 成 有 限 个 子 人 区 域 ,这 种 子 区 域 称 为 单元 ,如 图 {1 -7 了 所 示 ， 
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2. 选 搓 单 元 位 移 场 的 试探 解 
单元 位 移 场 的 试探 解 六 也 称 为 位 移 模 


了 = NA' (11.5- 1) 
式 中 f={uvrw) O15 2) 
A 节点 位 移 列 阵 ( 节 点 旦 由 度 ) , 它 是 


待定 参数 ,通过 变 分 原理 SE -0 e d 


N ——" A A R (Cl ER" TE eR CT RR Bg LR (eR YEN. 的 选择 ,在 人 
REFE VW SPERO COLO DLE EC e RLA E E 2 d 4 0 75 [8] 
的 位 移 必 须 协 注 ;(2) 位 移 模 过 必 须 包 会 元 素 的 刚体 位 移 ;(3) EOD 
必须 包 例 单元 的 常 应 变 状 态 . 例如 ,二 维 的 四 面体 元 ,111.5 一 1) 式 可 写 


成 : 
™ 0 01A 
f=lv|= 0 N, oa (1.5-3) 
iw) lo 0 N, J Az] 
式 中 
N,-(N, N, N, Nj) (11.5 —4) 
AS Èu, uj, u, uj) | 
A,—-(v, w uw, vw) | (11.5-5) 


Aync(w, wa wW wyi) 
N, HE E RC, REAG TOMER E 11 8) 
NiS Lrs N= Ls 4 (0.0,0,1) 
Nae ed 
(11.5—63 
ECAP LLL L Li 起 描写 单元 内 点 1 
的 位 置 的 “自然 坐标 ”, 即 表示 该 点 相对 0009 
于 前 点 的 位 置 ,这 在 后 面 将 举例 说 明 . 
| 3. 单元 的 应 变 场 稻 应 力 声 
单元 肉 任意 -- 点 的 应 变 分 量 列 阵 为 图 1-8 
£= H, f= HL, NA = BA (11.5 一 7) 


(9,0,1,0) 
3 


2 
(0,1,0,0) 


Xm 
E= E Yn uu). (11.5- 8) 


uu A oU AREE d 
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H, 为 一 阶 微分 算 了 年 阵 


Ta Ü 0 
P 
d — Ü 
dy 
P 
H | ) 
z It.5-9 
| Ja 29 i 
«rm 
ə 
hug 
Q az dy 
E d 
az 9 gal 
单元 内 任意 一 点 的 应 力 分 基 列 阵 为 
d = De = DBA (11.5- 10) 


式 中 呈 为 弹性 矩阵 ,对 于 均匀 各 向 同性 弹性 材料 ， 


p= E 
(1+r)( l-2} 


1—» y y 0 Ü 0 
1 一 y 0 0 0 
l-r 0 0 (0 
1-2v 
—5- ü 0 
] -2v 
对 —- 0 
EL 
称 1 3— 
(11.5 — 11) 
=le, ov, o, o, o. o,)  (1LS-12) 


4. 应 用 最 小 总 势能 原理 SE = 必 , 建 立 单 元 的 刚度 矩阵 和 载荷 询 阵 
计算 牺 恒 的 总 势能 二 .由 第 十 章 (10.5 一 11 式 


BE= | wle, ydv — | | Pu dg 
P E & 


(11.5 — 13) 
先 计 算 物 体 的 应 变 能 U. 
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U- | W(e)dV -5 | e gdV (a) 
B H 

在 有 限 元 法 中 ,将 整个 区 域 (弹性 体 ) 划 分 为 有 限 个 子 区 域 (单元 ){ 图 
11 一 7) ,对 每 个 子 区 域 , 可 分 别 选 择 位 移 模型 ( 即 分 片 近似 ), 并 保持 了 元 
素 间 的 协调 性 ,分 别 建立 了 各 子 区 域 中 的 ,sg tje 的 关系 ,因此 (a}) 式 中 
的 积分 可 以 看 成 是 在 不 同 子 区 域 的 总 和 1 进行 .由 于 求 和 的 积分 和 各 个 
积分 的 求 和 是 机 等 的 ,所 以 (a) 式 取 以 下 形式 : 


| sad 了 (b) 
B, 


AE, F e 表示 于 区 域 (单元 ), m 是 物体 划分 成 单元 的 总 数 .将 
(11.5-7) 和 (11.5- 10) 式 代 和 人 b) 式 ,可 得 物体 应 变 能 的 表示 式 ， 


U= 2; DACODELUTIA (11.5 — 14a) 
AT LIEN ALB EET A nE. (11.5 - Ma) LE I 
(单元 的 集合 ) 的 应 变 能 是 全 部 单元 的 应 变 能 之 和 . 
然后 计算 外 力 ( 包 售 体力 F 和 表面 力 P”) 的 势能 , 即 (11.5 一 13) 式 
中 的 后 两 项 ,但 以 矩阵 形式 表示 ,i 为 一 V; 
Use | Fu dv- | P uds 


"IN | S f Fav- | S fras 
=l "| e-d 


"A Y (| 7 Fev. " | Pds.] 
SNL, 


e=] 


dup (| CA')! N' FdV, 1 | (AN! PAS, 
e=] Rn 55. 


(11.5 — 14b) 
这 样 , 条 统 的 总 势能 E: 
E-U-V 


= p (z| (A')'B' DBA' à V, - (A)T N'FdV, - 
e=] 2 n Bn, 


| (4) N'P'ds,) 
5 


L 
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WX d (11.5- 15) 
Bc] 


式 中 ,已 为 单元 的 总 势能 .(11.5- 15) 式 表示 ,系统 的 总 势能 等 于 全 部 单 
元 的 总 势能 之 和 .单元 的 总 势能 为 ; 


E, 3], (A')' B' DBA' dV, — J. (A) N' FdV, - 


|: (A')' N'P' dS, (11.5- 16) 


le 


最 小 总 势能 原理 SE =0, 则 出 (11.5-15) 式 ,得 


E = (SE) = EE =0 (31.5-17) 


ôE, 是 完全 伍 意 的 ， ERMAN, PEE CH. 5- IDA 
8E, -0 (e-1,2,-7,m) (11.5— 18) 
TEGT.5 16): 4C A C11.5 — 18) 55, 


Cw» (| B pBaav, -| trav, J, N'P'd5)-0 
^ A Ue 5. 


(11.5- 19) 
节操 位 移 变 分 (654)!' RE REI LER IECEITLS — LOO SCBAE KA DO ER RA 
All 2 0, Bp 


| B” DBA'dV, — | N'FdV, — 
B B, 
J. N'P'dS,-0 (11.5 —20) 
定义 单元 的 刚度 第 阵 K —— 4r 31 Jj 
E n B DBdV, (11.5-21) 


pe N'FdV,- J. N'P'àS, (11.5 - 22) 


3; 


将 (11.5 一 21) 太 (Ll1.5 一 22) 武 代 人 (11 3 一 20) 式 ,给 出 单元 的 特性 方程 ; 


K'A =F (11.5-23) 
最 小 总 势能 原理 与 静 力 平衡 方程 是 等 价 的 ,因此 (11.5- 23) 式 是 单元 的 
平衡 方程 
5. 单元 的 集合 


上 一 季 将 最 小 总 势能 原理 应用 于 单元 ,推导 出 单元 的 刚度 矩阵 ,载荷 


列 阵 和 单元 的 平衡 方程 . 下面, 应 用 变 分 原理 GE = 二 单元 的 集合 体 . 
设 集合 体 中 单元 的 总 数 为 1, 集 台 体 的 节点 日 放 度 (节点 位 物 分 量 ) 
的 总 数 为 ,可 以 写成 Nx1 列 阵 4 .将 单元 刚度 赴 阵 K 和 单元 载 
HAF 扩大 ,分 别 写成 Nx N FEK 和 NN x 1 列 阵 R', 方 法 是 将 已 
ALB] E ro EHE SE EE K 的 项 和 载荷 列 阵 天 的 项 放 到 它们 在 扩 太 的 先 阵 | 
列 星 的 相应 位 置 上 ,其 余 的 位 置 用 0 补充 .例如 ,第 e 个 单元 的 Nx1 载 
PFE R 村 应 于 第 4 小 节 中 的 单 雹 载荷 列 阵 Fr 可 以 表示 为 
(R')'-(0 0 0 = 0 (FY 0 -- Oxy 
(11.5 —-24) 
载荷 列 阵 F EARME R 中 的 位 普 ,对 应 于 元 素 e noA 在 
A 中 的 位 置 . 这 样 ,应 用 (11.$- 21).111.5- 22) 式 ,单元 的 总 势能 E, 
(11.5 - 16)? 式 可 写成 ; 


e zi Pe Kin E. LC TE NE 


= 了 (4 ) Ress: Nx | -(CA )1, «RT NX] 


(11.5 - 25) 
式 中 ,wn EN Ape 和 单元 集合 体 的 节点 位 称 数 日 .这 样 ,集合 体 
的 总 势能 (11.5 一 15) 式 可 号 成 


E = 2, E-l 2i (A')! KA' — 2s (AT R. 


e-l 


Ay (SA 4 -2Y R] (11.5 - 26) 
OE BE =0 应 用 于 集合 $ B 
8E = (8A )' (SKW - Sr] =0 (11.5-27) 
(8A')' 是 任意 的 ,(11.5 -27) 式 8E 0 要 求 括 狐 中 的 表达 式 等 于 0, 这 
样 有 
(Me )AC = Y R‘ (11.5-28) 
这 就 是 集合 体 的 平衡 方程 式 , 可 以 写成 


KA =F (11.5-29) 
式 中 


K- V K' 一 一 集合 体 的 刚度 条 阵 (115-30) 
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F= >, R'—— C ERAS YE (11.5-3D) 
对 平衡 方程 (11.5- 29 f E IE AR PE EHE E ,然后 求解 方程 组 ,得 出 节 
扎 的 位 称 媚 隆 , 由 此 ,可 以 求 出 物体 的 位 移 场 .得 到 了 位 移 , 我 们 便 可 以 计 
算 企 一 单 无 的 应 力 和 应 变 , 这 样 醒 党 成 了 分 析 工 作 . 

从 广 的 讨论 可 以 看 出 ;有 限 元 法 和 果 芯 法 本 质 工 是 相同 的 ,两 种 方 
法 都 采用 一 组 试 国 数 作 为 求 近 似 解 的 起 点 ;两 种 方法 邦 采 用 试 吨 数 的 线 
性 组 合 ; 两 种 方法 郁 应 用 能 量 汉 函 驻 仁 条 件 米 求解 试探 解 中 的 待定 参数 . 
项 种 方法 的 主要 差别 在 于 ,在 有 限 元 法 中 ,选择 的 试 函 数 林 是 在 物体 的 全 
域 定 义 ,不 需要 满足 过 和 条 件 , 只 需 满 足 一 些 连 续 条 件 ; 而 里 己方 法 选择 
的 试 廿 数 是 在 物体 的 全 域 定 义 , 因 此 , 它 只 能 应 用 于 几何 形状 比较 简章 的 
物 伟 .在 在 要 元 法 中 ,单元 皮 简 单 的 几何 形状 ,而 具有 简单 几何 形状 的 章 
元 的 集合 可 以 表示 非常 复 天 的 儿 何 形状 的 物体 ,因此 ;有限 匹 法 比 里 茨 法 
有 更 上 到 的 适用 性 . 

6. 自然 坐标 

自然 仅 标 是 描写 单元 内 点 的 位 置 的 局 部 华 标 . 

单元 内 任 一 点 的 卓然 坐标 是 表示 该 点 相对 填 单 工 节 点 的 位 置 ,自然 
AE b d CER ER ,它们 的 大 小 在 1-0 之 问 变 化 ， 

例 1 线 元 的 自然 坐标 (图 11- 9) 

ATAKE -A P AAEE L, La A XH: 


Lied. o4 (11.5— 32) 

Lob. (11.5— 33) 

EPAL SLL 20 EB E 21L, 20, L, - V gita Hh os NIE 

HOP EUER SE Kom VAGOS B6 6r Ax 1,2 的 位 置 .自然 坐标 的 值 在 
其 一 节点 上 为 上 , 则 在 其 余 节 点 上 为 0. 

例 2 四 面体 元 (四 节点 ) 必 图 11-10) 单 元 内 任 一 点 的 自然 坐标 , 则 

该 点 (例如 P 总) 与 二 个 节点 所 形成 的 小 四 面体 元 的 体积 与 单元 的 体积 

之 比 所 确定 : 
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L,— VIV, L,-V,IV. da= V,IV, La Viy 


(11.5 - 34) 
l zx, yi zl 
Dil zx; » m 
V=; í (11.5— 35) 
l x ys £3 
l rz, Ya 74 
l z y z ME NE OE I 
l x4 yi z l xX y z 
T E | 
6|l x, Y3 0*3 Ol1 za y, zs 
1 r4 y, a 1 c2 Ya z 
11 JL: yI Zi 1 T] Ni &| | 
" 1 | 
| Er , x "P zy: 
Ve : Yz : : ums X 2 
6|1 z y z Ó|l r, y d 
l x, y. z4 ID MEE z | 
(11.5 - 36) 
La T L T L, +t L,=] (11.5-— 37) 


7. 有 限 元 法 自 20 世纪 50 年 代 出 现 ,经 历 半 个 世纪 ,已 取得 飞速 的 
发 展 ,成 为 结构 分 析 ( 更 广泛 的 说 是 数值 方法 ) 的 有 力 工具 .在 本 课程 范围 
内 ,个 可 能 对 有 限 元 法 作 全 血 的 讨论 ,本 节 只 是 从 变 分 原理 出 发 建立 有 限 
元 法 基本 方程 .关于 有 限 元 法 的 全 面 的 论述 ,建议 读者 济 读 有 关 专 车 . 


J 题 


1. 应 用 里 将 法 ,从 下 列 试探 解 中 ,选择 暗 性 基础 梁 ( 见 $11.2 例 1) 的 最 佳 近 做 
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8. 


(a) wilr)-a ll- x") 

(b) walr) = walr) la tar) 

式 中 waleh = -Au6-220-2) 

2. ME FR LR OREHA RR ETE P PS I8 56 75 3 S 31.2 80 20 E FOLE. 
证 试探 解 的 形式 为 :milfzr)y=aifl- YO yy 

3, 采用 当 题 > 的 试探 解 ,应 用 加 松 残 量 法 中 的 不 问 庆 法 决定 聂 数 al ,并 对 大 时 
mpi res. 


4. TILDELIÓLITINMJiEtE 2 4 3u SUPE QUE MES RA 
Rf BEA - 斯 辽 人 多 法 会 得 到 相同 的 结果 . 
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附录 公式 汇编 


现 将 不 书 溯 出 的 公式 计 纺 于 后 ,以 全 读者 要 考 . 公 式 的 编导 与 正文 中 
的 相同, 4 Hi & ide: ERR XC isl. 

一 、 张 量 分 析 公 式 
B BRISHIS]E (Range of an index) 

拉丁 字母 指标 1、 os-1.2.3 

希腊 字 凡 指标 e .8.y、…=1,2 
求 和 约定 (Summation convention) 

auro bi (1].2-2)(1.2—3) 

T5 5 P3 A Kronecker dela) 


[+1 — "ij 13.2.3 的 偶 置 换 ; 
e 7 e m 3 是 1.2.3 的 奇 置换 ; 
(0 当 hg 的 任意 两 个 指标 相同 . 


(1.2- 8) 
FLTA E (Permutation tensor) 
E pe 7 V ge (1.9-6) 
E" = ejf g (1.9-7) 
C7€,,70695,05, -à 6S9, R $5, - 
A aa 85,8; — 8, 0; 8; (1.9—17) 
A LCD CM (1.9-18) 
ETE 528 (1.9— 19) 
EU E Lu mb (1.9 — 20) 


ESAK. diniensional Permutation tensor) 


Eur Cy (1.9 - 24) 
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Cu g 


€u7-€&a 7g, C,.^7Cc€.,-0 


EC? = -E =] eE" = E” =g 


€"c,-&à-& 
EYE = 
€*€,-2 


131 4] X Determinant} 


E | i | p r 1 l 
8 — |a| 7 Ena 3035 
— r ^ EK 

GE tmn m E, aO UG, 
SS Fo Di 
a e rr € ral VO. 
i 
6a-aja,u, cu 


rw 


AE Base vectors) 

8 = gor = D, (k=1,2.3) 
b 

V-wg = vg 

VV= Vg 

V.—-V'g 

Vat Vg og 

V=(V'g)g 

dr = g, dz 


d J 
Bi CX) 7g 
oz 


"ITEM, az' 
g (i)= g(r) 
SE. 


度量 张 量 (Metric tensors) 
En, Ba” Ee 
oa Jg dy 
En u du 3p" 


ds = g, dx dr” 


g” = g d 


(1.9—25) 
(1.9- 26) 
(1.9—-27) 
(1.9—31) 
(1.9— 32) 
(1.9- 33) 


(1.2 — 9a) 
(1.2 - 9b) 
(1.9— 14) 
(1.9-21) 


(1.4—4) 


(1.6-1) 
(1.6 - 10) 
(1.6— 13) 
(1.6~ 14) 
(1.6— 15) 
(1.6— 16) 
(1.4-5) 


(1.4-8) 


(1.6-20) 


(1.5-1) 
(1.5-3) 


(1.5-2) 
(1.6-3) 
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E Ew -à (1.675) 
"NA 
HU L5 (1.6—6) 
& 


ui aui gi | 
g-lg,l—-|£u En Hm (1.6— 7) 


Ea Eu EG 
D" |e TAR g, 的 代数 余子 式 


g =S (1.9-5) 
8-88, (1.6-2) 
8-5 gg (1.6-8) 
可 了 
Enar) = gala) 2 or (1.5-9) 
g" g" dz dx 
(Z)=g" {a 2» gy. (1.6-21) 
Jk 3 CTensors) 
el 
A t2) e ox 25 (1.872) 
dup da 
A REA mu 
A'(I)= A" (7 n Ex» (1.8-6) 
— ， 可 .了 oar 
A T — A ap ou TEES. H 
ns Orb (1.8-7) 
Jy dr 
A (2)= AT, (T Thy ET (1.8-8) 
NS dz "E gr" dr". 
A iem T uus eu | u 
n" u FERA ar^ dp 8^ ans L3 (1.8 9) 
指标 的 提升 和 下 降 (Raising and lowering of indices) 
VgV ,V -g"V, (1.6—11),(1.6- 12) 
A^ ms A,! =p" An (2.5-1), (2.5-2) 
A” g” g'A,, (2.5-3) 
A A ? A Ee go, AUT | ) 
THH R 2.5-4 
Ay = Ens En J 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


附录 公式 汇编 - 257 5 


R E IR E Scalar product) 
uto —uv,-uv-uug -uvg,  (111-1).(1.11-2) 
A IK BETRCVector product) 


gXg-C€ug (1.114) 
gxg-C'p, (i.11-5) 
AXB- A'B! € gf (1.11—6) 
AX B- A;B,C "g, (1.11-8) 
天 量 的 混合 积 (Sealar triple product) 
AXB':C-A:BXC- ABC €, (1.11 - 15) 
&iXg'gE Tg (1.31 - 17) 
gXg'g SIN g (1.111-18) 
A E (9) — EX I Vector triple product} 
AX(BXC)-(A*C)B-(A-B)C (1.11 - 20) 
失重 的 物理 分 量 (physical components of vectors) 
V= Ve = Vne (2.7-3) 
VO = V fg., (2.7-5) 
EE (2.7 -4) 
"M 
Mg e Vet 
2208 (2.22) 
2 2 
普通 偏 导数 (Partial derivative) 
du du, 
a i (3.1-1) 
sc HUNTTE VER SE F (Christoffel symbol) 
Ba Dag = = ^g, (3.172) 
p =n Ta (3.1-11) 
Lu Ed (3.1-3) 
as lod esI (3.1. 4) 


Dd used ru (3.1-6) 


5 


 ———BRD REED E RR m KR E A E EE E RE EE EE. 
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Bé Lw cd (3.1-7) 
2D s 一 , 十 Ex. 1 Bk (3.1— 8a) 
21" = g" n t Eag mu) (3.1 ~ 8b) 


HTE EE Covariant dene 
V,-V|g-Vilg 
v = Vi + VD, 
VW 
dV-V' lg; dan = V, |g d. 
Ve 2 V! , V| g, — V, is] 
vevien Wl Wp] 


$, = $l, 1 
A; la 一 Ay - A, — Wm 
im ^. + ATu 一 AUI 


三 = È i 
A; p m A a n Aj D, 十 Å.. Ty 
A? n 三 AS. d AT, + A"T", 
pog EN 2 ir, 
A rna ota TS. prave 
Mc 


E 


Abii TE- AY 
m 了 
T FE IEEE (Special tensors}) 的 协 变 导数 
gl, =0, g'l,70 
€ 1,70, €"*|,-9 
— Bt BRE SS (Second - order covariant derivative) 
A, i, Mga 7 Dy uA, Aa 
AJ ALI, AD, 
BERE BE lg EE (Gradient „Divergence curl) 
d 
du "n 


gradé = V $— $|,g* 


' 1 3 
— ld — t 
divA—V*:A-A'l, rd *) 


v-g 


D A, pom t 


(3.3—1),(3.3—3) 


(3.3-2) 
(3.3-4) 
(3.3-5) 
(3,3- 8) 
(3.3— 10} 
(3.4-2) 
(3.4-3) 
(3.4-4) 
(3.4-5) 
(3.4-6) 
(3.5-2) 
(3.5-3) 
(3.8-2) 
(3.6- 
(3.6-2) 
(3.6-4) 
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curláà — VX A - € "A, lg, (3.6-6) 
V2$-div(gradé) = $l; (3.6-9) 


AH ^r E Fil (Integral theorems} 
高 斯 定理 (Gauss theorem) 


| divud V = | usda (3.7-1) 
V JR 

| ile udrasar = | u'dA, (3,153) 
SFE sn E (Stokes? theorem) 

huds= | curlu * dA (3.7—3) 

"Er A 

d u dx = | C u dA, (3.7-4) 

Ü "Em 


E i Re FRE FR Green's theorem in the plane) 
Ju Ju, i 
| TS da $dA- 中 (Cu, n, t us no)ds (3.7—6) 
A 1UE OX. 


AER — ws B HERE S AUK St Riemann- Christoffel tensor) 
R? im -15 vd T Iu t Ll Á r er (3.8- 4) 
R imn = gR. inn (3 . 8 B 7) 


二 T | 
m ? Bn In 十 Bim ka | E tacta E Bodad t 


| Eg ( Panel qus B Pind im: ) (3. 8- 93 
PESE CTwo-poeint tensor field) 
A E F m JF "Ped 
| Ak X) = Ag Gr X) e (3.9-2) 


| FS e SK ge 206 M Ae V) HE SC (Total covariant differentiation of a two-point 


tensor field) 


aA! 
| Ak: E UAM EPAL [5r (3.9--9) 
(AB ju Akya 4 p (3.9- 11) 
| Bu: M 7 Pa = Gy. PAA =0 (3.0— 12) 


| 二 、 常 用 的 曲线 坐标 系 


(—) BHH ER A (Cylindrical coordinate system) 
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r'-r,zr'-8,x'—-z(Él1-4) 


di & Bt (Base vectors) 
g =icos Ü * isind, FAES 
g=- irsin f+ i reos ð, lg,lr (1.7-7) 
Bi, |g;|=1 
基本 度量 张 量 (Fundatmental metric tensors} 
£u 71i, 857 r5, £471 (1.7-8) 


Bu” 4574,70 
22 


B F (1.7-9) 
THE BE Eb 9E EE ( Associated metric tensors} 
g'-1,g"-1lr', g?-1 (1.7 - 10) 


g2=823=g23=0 


HRE R E (Reciprocal base vectors) 


gg, =S, gg (1.7 - 10) 
lg l2 1. lg o lr.lgll 1 
si S SCARE S (Christoffel symbol) 
Pin Pur, Lm =- r MARAR TT 0 (3.2-3) 
ra= Ti=lir， T= 一 7, 所 有 其 他 的 D =0 (3.2-4) 
(二) KEI A (Spherical coordinate system) (BI 1 — 5) 
lcr; z = wy g =ð 
HB 
gı 一 isin pcos 0 + isin psin f + iicos 9 
g;—i,rcos qcos Ü + i;rcos sin 0 — irsin œ (1.7— 14) 
g= — i, rsin gsin 0 + i rsin ocos 日 


lg&l=1, lg lr. Ig] —rsin g 


基本 度量 张 量 
g£u71l. gn r, £u 7 r^sin'g 
£o7En^7gu-Ü (1.7—15) 


Log e. 
B r an g 


相 件 度量 张 量 
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1 
g" =l, g” slie, g? =m 0.7-17) 
r sim g 


XB AER 
g-5. pir, pai (1.7 - 18) 
r sim gp 
1 
iJ Eget 3| — 
lg |=1, lg =1/r, |g | n 
克 里 斯 托 费 尔 符号 
Pa--Flar, Lia =- Ly = rsin o (3,2-5) 


Dai = Da T r sin ocos wg， 所 有 其 他 的 D, =0 

P= -r,Dh- — rsin? P, phe puc 

I5,- -sin COS Q, I5, — cot g (3.2-6) 
所 有 其 他 的 Dy -0 
(三 ) 正 变 曲线 坐标 系 (Orthogonal curvilinear coordinate system) 


LE 3:34 3-1 
ud e (1.7-1) 
a 0 — (ij) | 
g= Bugg = (H H, H) (1.7-2) 
TREE HE RKE 
"We | 
g g any i 不 求 和 ) (1.7-3) 
g'-07) (1.7-4) 
E E 
g' = g “g (k WRA) (1.7-5) 
克 里 斯 托 费 尔 符 号 
上 1?8,, E ] 98,, 
Huc" egre iu Sod 
1?8,, E 
DPuty34:[. 07k) (3.2—1) 
E x 


;1 28 
57 acoge Pau zn n) 
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可 
D-73500 gua) P, 0i jh) (3.2-2) 


(四 ) irf e$ x (Plane polar coordinate system) 
xX' =r,T = 
平面 极 坐 标 系 是 圆柱 坐标 系 的 特例 , 芭 .r=0. 因 此 ,加 柱 誉 标 系 中 
HAAMER WG g; -0 


g, = ico +isin Q,lg,| 1 


g= -irsin 8+ i reos G,lg,| — r 


Ei 7l Egn7r.gu7g4-U 


2 

g-r 

g" 1g e dg egt -0 
1 2. 8? 

B8 —-EoS8 - * 


Tz = Tas = Fad 5s = 
所 有 其 他 的 [=0 

rh =h =+, Ths -r 
所 有 共 他 的 =0 


三 、 弹性 力学 公式 


J153B ( Moment of a force) 


M-rXF-rFCJAg (1.11 -13) 
Ji 7j K Æ (Stress tensor) 

dF = a" dA, (4.1 -6) 

c" o (4.1-8) 

pue (4.1- 11) 
| 平衡 方程 (Equations of equilibrium) 

物体 内 部 s], ^ F'-0 (4.272) 


物体 表面 P= o'n, (4.2—4) 
应 力 张 量 的 不 变量 (Tnvariants of stress tensor) 
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|] : ， (4.3 5), 
1;— 5 668, 6,6, ) Orly 80, + U (2) Tta * 6:380) (4.3-6) 
I; = deto, — (1) 862) 0 (3) i 
最 天 前 应 万 (Max shearing stress) 
1 
Taa yl9m = oc | (4.4-9) 


AE GT J (Octahedral shearing stress} 


1 : | 
Ta = g LCa -90) t(sg om) + (su - o0)? 


(4.5—2) 
di y 7] 9K E CDeviatoric stress tensor) 
T ; l (4.6—1) 
S =g- Âp, pri 
m a (4.6-2) 
Aid uz 7J SIE EE JE 3 (Invariants of deviatoric stress tensor) 
D;-5 —S5wut55*55-U 
p,-lss-l[s ow 1 ji ku 
279 FL So) * Su =z iT) (4.6 -5) 
D, -detS/- S) Si S, 
Au fsE E E ER ARR (Physical components of stress tensor) 
gi n nc Lj "n 
Vg | (4.7-4) 


des (4.7-5) 
o0) = ol VELG 不 求 和 ) 
g 


ERTELE AHE Nonlinear geometric equations) 
拉 格 六 日 有 限 变 形 应 变 张 其 (ELagrangian finite strain tensor) 


: 1 
Eg, 7 5€Ug Il, t Ulet Lalal le (5.1 -22) 
Mx o8 REE wi "IP 9E (Eulerian finite strain tensor) 
] TU 
eg = gC Hali tle uu dau m (5.1- 23) 


有 限 变 有 形 应 变 张 量 的 相 容 方程 (Compatibility equation of finite strain 


tensor) 
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T Hx Act UD 


Bade T Elm, kn ÉL in É fn hm * 


2g^ | roro n propo -apopo 加 TX? ri? - 


Uma Énr* lus kart [ms bun dm 


prie 十 2pí? pe P0 | perpe — pro pio — 


kmr ins kmri im Enr ims En ing 


2p rto —»5pti2píi? 十 4? i? 十 Fo peu jb 


rir dira, kart Ims hart dme kinr im 


2D AD Den (5.4-2) 
线性 几何 方程 {Linear geometric equations) 
pÆ E wr 7E 3K E CInfinitesimal strain tensor) 


1 
E, = Fu |, +u, 


i) (5.3-2) 
转动 张 量 (Retation tensor) 

o, 7 i l; ul) (5,3-4) 
HESR E ( Rotation vector) 

pae ea (5.3-6) 


2 3 
MAAE 
JUPE I E M E RE (5.4-3) 
应变 张 量 的 不 变量 {Jnvariants of strain tensor) 
Jp T8 T Ea" ED Te 
p- acas 
25 (ee T EE) S Eae temem teen (5.5-4) 
Ja = dete, = ec) E Eo) 
{hh E 3K EE ( Deviatoric strain tensor) 
I i t x 1 I e 
€, 78, 7 90 ,q — €, (5.5—6),(8.5— 7) 
fa Iz "TE SK Ek P) AE f ( Invariants of deviatoric strain tensor} 
J-eé- eu) 十 et t ego 70 
Ju = 1 p. - l; 2 证 i 平 了 ] 
2 DG) * €) (5.5 7 10) 
J 5 7 dete; = eq € €t 
i 27 5 8 05) 3938 E (Physical components of strain tensor) 
1 
Ego T E, ———— (i. 不 求 和 ) (5.6-3) 


Í N Bi Bi 
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附录 公式 汇编 EDI 


EEA 
AER nLHSER 
第 一 类 皮 奥 拉 — ARE K (Pioa - kirchhoff) Br 71 3E Ek Cbr 86 B8 H 
( Lagrange) y 7] 3K & ) 
aX, 
T'- d (5.9 - 4) 
dz 
yal M IT 
a T 3x* (5.9 -6) 
第 二 类 皮 奥 拉 - RE E (Pioa — kirchhoff) hz 77 9 EE (AE 8 
Kirchhoff) hz 71 5K E ) 
T 9X IX an 
5 - 0. 3p (5.9-9) 
sl K 9 da? 
y" Ixa (5.9 — 10) 
(5.9-4) (5.9-6) (5.9-9). (5.9- 10A RP $ PAPE RT EG (Jacobi) 
行列 式 
p= |2 
| " EM (5.8—3) 


1 X 8B SEXE tE (Generalized Hooke' s law) 
| a" = E", (6.1-1) 
TEER E (Elasticity tensor) E""" 
各 向 异性 材料 {Anisorropic matorial) 
| E" = pe = gnemi 一 pin 2 pim (6.1-4) 


$5 [5] [ri] fb 38 Isotropic material) 
| E"" = Ag"g" + u(g"g'" gg") (6.2 - 18) 
EDIT tg ang] SUM 
| FOX vL REB CI TS [RE BORSE) (generalized Hooke' s Law of isotropic ma- 
terial} 
| g = Àe,ü, t 2ue! (6.2 - 20) 
-— À 


| 2e, =g, a (6.2— 23) 
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中 下 E, * Tem (6.4-3) 
Ee, = (1+ vJo; - vo, 8 (6.4-5) 
E tcm -3Ke* = (3A + 2g)e* (6.4 - 4) 
Ee —(1315)8S, (6.5- 3) 
E- u— E d co T 
5 = [E — 2pe, (6.5-— 4) 
弹性 常数 (Elastic constants) 
Ey _ 20 
A Tp NE 
ZEN NEN 
AEETI * G (6.3-7) 
BÈBA *2)) - 
E ny (6.3-1) 
"E E22t - 
P OS 26 ow 
„Atu E - 
Kee 30 2y) (6.3-9) 
I AE SESE FE (Strain energy density) 
W- 1 e, (6.1— 5) 
以 位 移 表 示 的 平衡 方程 
物体 内 部 
E "T ; H TE E 
le | (7.3-4) 
物体 表面 
E | 2v 
ES aM. "Je T ay] 3 Ww e 
dao | da cord c CA 
以 应 力 表 示 的 相 容 方程 
l V 
ko] gea "e & — mE kr 下 二 $ k 
o, pb E | eg eR) 


(7.4 — 12) 
Feke (ERARE H Thick walled spherical shell) 


aa 


36. zh 46-44. http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
B 
附录 公式 汇编 ”267 ` 
d d 
EE ole Ro CEST (8.1-4) 
dr rdr e 
Ez pe] Rs CIL EE A gd x C Thick walled cylindrical shell) 
du 1du, u. E 
ERE nr ra =0 (8.2-5) 
SER E AAH P (Torsion of prismatic bars) 
HAR: = g), EF (8.3- 11°) 
ERr: yl = -2G (8.3-18') 
Ti 8. T, =2 || gana €, (8.3— 15^) 
平面 应 变 (Plane strain) 
平衡 方程 :a |, t —0 | 
物理 方程 :gy = Aðru |, tylu lp taal) | (8.6-9) 
mar p: Pic 2 AP 
QUIE EN ME = a T | 
平面 应 力 (fPlane stress) 
PESE: lt F =0 
-Jn " ? dtr 此 [i] | 
物理 方程 :c5 =A Sw |, + yulu FELTY ) (8.6 - 19) 
Z6 人 6 y UA * n) y 
HRK B o? |} ep | 
i . 2Ap _ vE 
At "n 1 o y* 
| JE CAiry MA e 
o =E% ED] uat gov (8.6 - 22^) 
Fe 一 ES Vig” 
| pango” «c v = (8.6— 23a) 
而 应 力 :@| +a- v| =0 (8.6 — 23b) 
gÊ = c"c,)9p|, (8.6-22^) 


25-90 (8.6—24^) 
| EK 3E fil Timoshenko) Hig 


TT nip D dt caring pcmcia ni UR n n. 
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1 
P 附录 公式 汇编 
d 2 dw M e 
j caet p| |t) =0 
基本 方程 d dy d (9.1-9) 
— b* (2 IU 2 
EEE) k E + 0 
FE: M — FI n | 
(9.1—5) 
WEIF.-À "m 
Ek 4 — 4E SER Euler - Bernoulli? 5 Zhi 
usd d upü ui. 
EENE: 3[ EI iuo) (9.2-3) 
SE M=- EI SU 
dx TENET 
_ d d xo | 
a F; = d [Er 2] 
3$ FE dERI SE (Beam on an elastic foundation) 
基本 方程: ge bine (9.2-4) 
1p Je de ie pan oui: 
基本 方程 :Dew| 
TERT c 
h e E 
zs Du. SKIN 
(9.3-23^) 
755BR HB ; 
M*-p|Lz* +y [gt + vp, lg | (9.3— 16a) 
HHF =k Gh, + wl,)g" (9.3 — 16b)' 
薄板 理论 (Thin plate) 
基本 方程 : Dwl” E (9.4 - 4) 


8B: M” 一 eiie v)w|" r vw lig? 1] 
Ww | ur 
[ERE Dw | g | 


hz 4E BE (Strain energy) 
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附录 公式 汇编 - 269 > 
应 变 能 密度 (Strain energy 
We) = 于 ore = FLAene + 2Ge"e, | (10.1 - 16) 


梁 一 单位 梁 长 的 应 T energy per unit length) 


RER: Ws 二 i Elm’ + k? AGq! | (10.2-4b) 
. d xy 
欧 拉 - ASAR: Wp- 于 BT 人 [了 r) (10.2 —5) 


平板 一 单位 板 而 积 的 应 变 能 (Sirain energy per unit area) 


中 厚 板 : Wp 三 地 DL wm? + (1- vimm + Lg Cha g, 


(0.2-7) 


1 | 
薄板 : Wn = 地 DL(1 一 | 二 Pei (10.2-9) 


Bic Y qa 
EEN: Wp =3|(3 | [23] T 


a* (a? g? FL 
3 | $93 | (10.2.— 10) 
U^ dy 

4& Br AI fE (Complementary strain encrgy ) 
A Ii "lb BE E HE ( Complementary energy density); 
W'(c")-7 ae,- W (e) (10.6 - 7a) 
SER EA — 8 f EE BR AR RE BB 
1| M F; ES 
2,.EI RA 
HF Edi — ifr M TR ELIT n hr E RB : 
(+M Ma- yM? Fer 
3 Ecc 0 = 
|». 2D(1-v ) 2h Gh i 
最 小 总 势能 原理 (Principle of minimum total potential energy) 


总 势能 :E(w ) 一 |: LCS eps dee: | P” uds 
S 


W; = (10.6 - 10) 


Wi = 


10.5- 1) 
6E =0, EI (10.3 — 84) (10.5 - 7) 
最 小 总 余 能 原 必 (Principle of minimum total complementary energy) 


ARBE (oh) [w wiae | 4'TdS (108-1) 
S, 


GrPPEGEUCULESIVGA GU C Cd ER EMICMEIMEUMIMM ECCE den FO MORIR 
H ah 46-12. http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 
附录 公式 汇编 
(10.7—10).(10.8—7) 


* 270 > 
QE =0, 8 E7 0 
护林 格 - P E 4E Jr un 
” BEEZ 《energy functional) 
| [| ] r d 
E, -| | Wt{e,) — oe, tcu POOL Fu, dV - 
| | P'(u, - u; )dS (10.9 — 10) 
四 5. 
o" (u, |, + u|, 一 Fa -W'(s?*)ldV - 
(10.9 — 123) 


或 
i 1 
zu 
| E P'(y, — uj )dS 
5 Js 


E 


”1 


{} 
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XENIA 


A TE D hu x 
A RT 77 
TE ak 
FH 
EIEE 

本 征 值 

这 输 条 件 

变 分 原理 

de JE RRHE 
EHIK lt 
bout 

标 基 场 

de jh] 
EE S 
WAER Mii 


PIRLS 
PL 7s Hi 


EDEN EN EET M 
单位 矢量 
A IHE K 


& — 85 


GREDE BEC RENBU ) 


点 


ar ， $ 
Altnatisi 3 limte "EERUITD DOTISOT 


Airy stress function 
B 


octahedral shear strain 
cetahedral «hear stress 
semu 一 inverse nietlkxl 
conservative force 
eipenvector 

cigenvalue 

boundary condition 
variational principle 
defartation 
deformation. gradient 
deformation tensor 
scalar. produet 

scalar ficld 

surface lorec( surface traction] 
Poisson equation 


Bubnov - Galerkin method 
C 


mirial stress 


pure bending 
D 


angle of twist per umt length 
utnL vector 


unit outward normal 


$5.1,—(P.933 
$8.6, -CP.161) 


$5.5, (CP. 103) 
84.5 (P. 83) 
88.3. - (P. 144) 
8 H0. 3CP. 200) 
$ 4.3(P. 78) 
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R 引 


ER JG HULIE EPF 
khe 5 RR 

稍 卡 儿 张 最 (下角 坐标 张 量 ) 
登 如 原理 

REKE 

对 称 张 量 

EE S i 


e- 8 3E x, 
CX 
二 阶 张 基 


ik pni nz JJ 

友 对 称 张 基 
MITI E R a AR E 
HRE 


Mi AAE E (RUE EFE) 


RAE Ek it 

EAA E r Ek E 
Ë Inl jE 
& la PEB E 
E [i 5e YE BRE 
) X ER 


ird 
& hw JJ 
混合 张 里 


EU IAE S: 
ARE 


element stiffness zialrix 
dirac delta function 
Cartesian tensor 
superposition principle 
metne lensat 
symmetric iensor 


reciprocal base vectors 
E 


e— & identity 
quadratic fora 


seccnid 7 order. LETSO 
F 


normal stross 
aniimetric tensor 
dual vector of antimetric tensor 


component vector 


G 


Gauss! theorem (Divergence 
theorem? 

Green! s defonmation tensor 
Greens finite strain. tensor 
ISoOLTODN 

isolropir material 

ütixMropic rpaterial 


generalized Hooke law 


H 


Stra resultant 
stress resultant 


tuxel tensor 


J 


Kirchhoff’ s stress tensor 


base vectors 


273 > 


§ LH. 5CP.2493 
$ 11.3, CD (P. 234) 
& 1.10(0P.25) 

8 7.7(P. 138) 
81.5, —(P.9) 
$2.2, — (P. 32) 
8 1.6,—tP.11) 


81.2, R (P. 5) 
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8 1.8, —CP.20) 
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82.2,.:(P.32) 
82,2, CP. 33) 


$ 1.6, ZU. 13) 
$3.7,—(P.59) 
85.1, (P. 92) 

8$ 5.1, —(P. 93) 

第 lA P.o) 
$ 6.2CP. 117) 
$6.1, Z(P.117) 


$6.1,— (P. 114) 


89.3, C(P. 182) 
89,3,--(CP. 182) 
$1.8, —(P. 20) 


85.9(P. 110) 
8 1.4(P.8) 
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An ost Rt Cfr 34; 
前 切 模 基 
解 的 惟一 性 

要 名 性 
Bk 万 状态 


HE Ay P E 
PIE 

vt HU TE SEA 
P VE SUPER 


Ki rS e E ie 

TL B3 3T 
ik a H fit 
FERAH F i T E 
HRE A A R e E 
拉 梅 常数 
rit de 
HERET 

Ae - v HESSE 
3 as E] 

ERTH 

HE 

P ex sk Et 3s 


内 积 

HE 
HEHE 

Xi AP oe tj óc t 
Di E d b 
Ht 

扭转 

扭转 刚度 


欧 下 里 得 空间 


r ET 


weighted residual method 
shear modulus 
uniqueness of solution 
homogeneity 


hydrostatie slate of stress 
K 


flexural rigidity 

Cauchy s defermation tensor 
Christoffel «vinbol 

Krnnweke symbol 


工 


Reissner plate theory 
Lagrange multiplier 
Lagrangen desenption 
Lagrangian stress tensor 
Lagrangian finitc stram tensor 
Lamé constants 

Laplace equation 

Laplacian 

Riemann — Christoffel tensor 
Riemann spacc 

Ritz method 

force method 


Dwo — point tensor field 
N 


inner product 

deflection 

energy functiciial 
coniravarrnt tensor! vector 
contravanranr index 

lore 

LTSIDII 


torsional rigidity 
Oo 


Euclidean space 


$ 11.3(P.233) 
$6.3, .(P.122) 

$ 7.5(P.136) 

B mil ENP.) 
86.3, -(P.122) 


8 9. 3, P] (P. 183) 
85.1, —tP.92) 
$3.1, «CP. 42) 
$12, 51P3) 


$9.3(P. 179) 
$ I0. 9(P.216) 
8 5.1CP.93) 
8 5.9(P. 111) 
35.1CP.93) 
86.2(0P. 119) 
$ S.3(D. 145) 
83.6, E(P.53) 
83.8,—(P.60) 
83.8, -(P.64) 
$ IL. ICP. 221) 
8 7. 2(P. 128) 
8 IOMP. 645 


$2 4(P.35) 
8 9.1CP. 176) 
$ i0.9(P. 216) 
$1.8.—(P. 19) 
$ 2. 5(P. 36) 
$ 8.3CP. 144) 
$8.3(P 144) 
$ 10.5CP.204) 


$ 3.8, C(P.64) 


ES 3l 
Ekti- dB RE 
kk Fr dit ve 
欧 拉 应 力 张 量 
Ri pof RR IS AE SKCEE 


配点 法 

Bud BARER KE 
dal iK E 

TE 

平衡 方程 

AF E Jar E Tid 73 

A Bae hr 1) ER t 


3L iE RU 
求 和 约定 
球 壳 

TR of Ae di t 
RAJE 
ER ^l ER 
曲率 张 重 
rli 2X 45 bg 
Jai AR HE Fl 
全 协 变 微分 法 
要 函数 


容许 变换 


一 阶 { 或 高 阶 ) 张 直 
BUE 

BUS SEE 

1 355 D 

上 标 

AE HE RA IRR 

A EP 


Euler — Berneulli ber 
Eulerian desenpuon 
Eulerian stress tensor 


Eulerian finite strain tensor 


coloeauorn nellxxl 

Fiola — kirehhoff stress tensor 
deviatonie tetisor of strain 
devialoric tensor of stress 
equations of equilibrium 
plane strain stress 


Prandile stress function 


Q 


warping lunction 
summation. convention 
spherical shell 

spherical tensor of strain 
spherical rensor of stress 
spherical coordinates 
curvature Lenenr 

curvilinear coordinates 

yield criterion 

total covanriant. differentiation 


woipghting function 
及 

admissible transformation 
S 


thirdt or higher] — order tensor 
divergence 

divergence theoreti 

quotient rule 

superscript 

Sant Venant principle 


vectar product 


振动 论坛 http://vib.hit.edu.cn/vibbbs 


Mr 


8 9.2(P. L77) 
85.1. (CP. 93) 
$ 5.9P. 110) 
$5.1, (0 D.93) 


$ LL.3(p.2345 
85,9(P. 11D) 

8 5.5(P. 102) 

$ 4.6(P. 84) 
$4.2CP. 73) 
&8.6,—,. (P. 157, 159) 
$ 8. (P. 146) 


$ 8. (P. 145) 
S1.2,—0 P3) 
$ 8. CP. 140) 
$5.5, CP. 102) 
$ 4.6(P. 84) 
$1.7, Z(P.17) 
$ 3.8. CP. 64) 
$ 1.3(P.5) 

$ 4.5(P.83) 
$3.9, (P. 66) 
$ 11.3(P.233) 


81. 3TDP.8) 


8 [.8CP.20) 
$3.6, (P. 54) 
$3.7, —(P. 60) 


$2.6(P.37) 
$12, -(P.2) 


8$ 7.6(P. 1375 
§ 1.11, ZCP.26) 
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RE vector & L.1(P. 2 
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